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BOLUM 7

Diferensiyel Denklem Sistemleri

Bu boliimde genel olarak lineer diferensivel denklem sistemleri ve ¢ozum

yontemleri ele alinacaktir.

' 7.1 Operator Yontemi

Tamim 7.1. Bir diferensiyel — denklem  sistemi: ikt ya da daha

" fazla diferensiyel denklemden meydana gelir ve iki ya da daha fazla saypdaki

bagimly degiskenlerin bir tek bagumsiz degiskene gore turevlerini igerirler.

Ornegin ., y ve z, t bagimsiz degiskeninin fonksivonlar: olmak uzere

d*r . . o
8§—— = —0xr + 3y ¥-2r+y - =
‘1(52 . ve 2’ —y +4 =t
3 lt." =T7r— 4y ey =T =42
12

ifadeleri birer diferensivel denklem sistemidir. Burada bagunl degigkenler
r=2(t), y=uy(t),z =zt ve bagimsiz degisken ¢ dir. Bunlardan

birincisi iki bilinmevenli, ikincisi ise ug bilinmevenli bir diferensivel denklem

sistemidir.
Tanim 7.2. Diferensiyel denklem sisteminin  ¢ozumi: vertlen aralikta,

257
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{ nas 1) i nda il o . i \ '
denblom sistenandeh her i denklemi saglayan ve diferensiyellenchilen fonf,

vonlarim Kumestdi.
Daha oneeki konulardan bilindigi pibi, ag,ay, .. a, sabitler olmak fizere,
) | ! . -
””!/(” + ay I.’/(” ) B ayy 4 any /(/) (ll)

denklemine lineer diferensivel denklem denir.  Bu (7.1)denklemi D tijrey

\

operatori olmak tizere,
(an D™ + ap_ D"V 4o a D+ ag)y = f(1) (7.2)
seklinde de yazilabilir.

7.1.1 Yoketme Yontemi

Lineer denklem sistemini ¢o6zmenin en eski ve en kolay yolu yoketme
yontemidir. Bu yontemin diferensiyel denklem sisteminin ¢oziimiuniin

bulunmasinda nasil kullanildig1 agagidaki orneklerde gosterilmigtir.

Ornek. 7.1.
Dy —2z=0 -
3
Dz -3y =0 : (7.3

diferensiyel denklem sistemini ¢oziinuz.

Coziim. Verilen denklemlerden, birincisi D operatorii ile, ikincisi de 2 ile

carpthr ve tarafl tarafa qikanlirsa 2 degiskeni yok olur. Boylece,
" .
Dy — 6y =10
clde edilir. Bu denklemin karakteristik denklemi

a-06=0

ol

el
<(7
d

s

el

ol

ol
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CLOperatar N ontoml 2

alup okl oy V60 vy O i P

/i /1)1
) = o eV ey (i )

elede o o depdghentio yolatmels g deverilen degdedens st
Bivinet dendcdemtod % He laner desdebenint de 12 apeiatori e cor g il
tentn toplarmnl,

Die = Ga = ()
ol B dendddemin knvaleterintile denleemi

af = (0= ()

olup, kKoldert: ap V6 v Vi o dins Buradan,

£(1h) Vi

( -
('t l (! a (l

)
eldeediliv, (7.0) ve (7.0)  ifadeleri her cro g eqove o degerlerioicin
(7) denldemlering waglamaz, (7.3) denklenlering saplavan ¢, ¢, ¢, ve o

degerlering huhmak icin, (7.1) ve (7.h) degerlevini (7.5) sistemindeki birine

denkdemde (ikinei denklemde de yazidabiliv) yerine vazalin, bu duramda,
(Ve = 2eq)eV% o (VGey — 2000 YO0 )

clde ediliv, Bu ifadenin: her £ degeri icin sifie olabilinesi cin:
Ve, — 204 () vo B¢y = 20 = ()

ohmahicdie, Boradan,

Vi Vi

g Cp Ve ¢ v
] 5 Cl | o

o

hulunnr, Boylece (7.3) sisteminin cozitmi,

() i ,
'l.(l) \/' (('ll'\/“l ('of’ \/"I)

)

, ]/(’) ('](‘\/“, | (o Vil

olur,

-
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Ornek. 7.2. }

Dy (D4 1)y =¢

(D420 -Dz>=1 (7.6)

(D Dy (D +2)= =0
denklem sisteminin genel ¢oziimiini bulunnz,
N e - .‘~ . .. /
Gozum.  Uctncii denklem birinciden ¢ikarildigmda.

Dr— (D +2): = ¢ (7.7) ‘
elde edilir. Bu denklem ile ikinci denklem birlikte coziilebilir. Ciinkii ikisi ¢
de . ve = degiskenlerine baghdir. ITkinci denkleme D operatorii ve (7.7)
denklemi de D + 2 operatérii uvgulanarak taraf tarafa ¢ikarihirsa.,

4D +1)z=1- 3¢ |

!
bulunur. Buradan, !
cre”t ) b+ ! |
z=ce " ——e + -
elde edilir. z degigkeninin bu degeri yukarida yerine yazilirsa, e
1, 1 |
Dz =ce™" — ¢ + =
: 8 2 1
olur. Buradan.,  C
o lpg g
r=-—cie — =€ o T
: 8 2

bulunur. z degiskeninin bu degeri denklem sistemindeki birinci denklemde

verine vazilirsa,

’ 49 1
(D+1)y=—cie™" + =¢' — =
8 2
olur. Buradan,
1
= I 1
Y = =—CHE™" + o=@ = = 1€
16 2
bulunur. 0y ve = nin degerleri verilen denklem sisteminin her bir
denkleminde verine vazihirsa,
|
() = — =
!



CL Operator Y ontemi 0]

bulmmn. O halde iki hagimsiz sabit iceren genel ¢oziim

! (¢ ! :L(’ +; _Il
Iy = —0eyfe '+—lg?("—l+ o
g = cre~! E('J)rl “

8 !

olur.

7.1.2 Déterminant Yontemi

Ly, Ly, Ly ve Ly, sabit katsayili lineer diferensiyel operatorler olmak uzere.

r ve y degiskenlerine bagh bir lineer diferensiyel denklem sistemi:

Lll' =i L'Zy - gl(t) (78)
L3.’l,‘ + L4y = gg(t)

seklinde vazilir. Yoketme yontemi kullanilarak, bu iki denklemden once y

ve sonrada x degiskeni vok edilirse:

(L1Ly — LyL3)x = fi(t) ve (LiLy— LaLs)y = fa(t) (7.9)
bulunur. Burada

H(t) = Lyigi(t) = Laga(t) ve  fo(t) = Liga(t) — Lygi(t)

seklindedir. (7.9) ifadesi determinant yontemi kullanilarak,

Ly L, 1 L, ) L, L, - |L1 g1 7.10)
Ly Li|" " g2 L Y& g Iyl 'L;; 92 -
olur. Eger,
L, L» =
- 0 (.11

ve n.mertebeden diferensivel operator ise,

e (7.8) sistemi « ve y'yve bagh 2n.mertebeden diferensiyel denklem

sistemi olarak yeniden yazilabilir.
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Doy 01

e (7.8) sisteminde bulunan her biv - diferensivel denkdemin kinvnk o
TSk

denklemleri ve o tamamlayvier fonksivonlar avidin,

o rve y min her ikisi de poriindigte  toplme 2o savidac sabit jeepy)
] "I
Fakat lineer hagnnsiz sabitlerin sayise 1 kadlardin,
Faer,
I/l l/'j
IJ:{ ,4|
ise,  (7.8) sisteminin, birden fazla sayida lineer bagimsiz sabit ilitiva edey
coziimii vardir veya ¢oziimi yoktur, (7.8) sistemi daha fazla degigkenler igin
de gecerlidir.
Ornek. 7.3.
! «
2 =3r—y—1
' Val2
y =a+y e (7.12)

sisteminin genel ¢oziimiinii bulunuz.

Coziim. Verilen denklem sistemi D operatdrii kullanilarak yeniden yazilirsa,

(D—B).'I'-f*y:—l '
- =T (D = ]).I/ = 4e! (71.;)

olur. Determinant yontemi kullamhrsa bu denklemler,

p-3 1 | _|-1 1
1 D=1/"" |4t D -1
p-3 1 | _|Pp-3 -l
1 p=1Y"1 =1 4

seklinde vazihrlar. Bu iki determinant acihrsa,
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ik seklinde  degiskenlerine avrihmg iki denklem elde ederiz. Bilinen vontemler
kullamlarak bu denklemlerin tamamlavier fonksivonlar ve Gzel ¢oziimleri
asagidaki sekilde bulunur.
o, {
r —
T=2+Tp = clem + C'Qte?’ + 17 de (7.14)
. ) )
S o2t a2t t gt -1
Y =Y+ Yp = C3e” + cyte 1 8e (7.15)
v ve ynin  (7.14) ve (7.15) degerleri (7.12) sistemindeki ikinci denklemde
: yerine vazilirsa,
1 _
2
o (Cg = G C4)€2t + (C{ = C-z)te =0
| clde. Buradan,
|
i Cy=C Ve (C3=0C—C4=2C —C
2) ' bulunur. Béylece (7.12) sisteminin genel ¢dziimii,
{
2t o, | t
: z(t) = c1e” + cote” + 1 de
| 1
t
y(t) = (e — cp)e® + cyte® — — — 8e
a, 4
olur.
3)
Ornek. 7.4.
)
Dx+ D:z=t
21r + D%y = ¢

—2Dx -2y+ (D+1)2=0
denklem sistemi veriliyor. y degiskenine bagh diferensiyel denklemi bulunuz.

Coziim. Verilen denklem sisteminin ¢y degiskenine gore determinanti,

D 0 D D t D
| 2 D* 0 |y=| 2 € 0
| 9D -2 D+1 9D 0 D+1
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| -0 Laplace DOmistimin Y ontern
o ¥] e

U

(PP =-NDr=-py=0
J (D - D+ Dy=0"
; &= ('l(' ey 208 —‘/:/ + 3¢ 2 gin ‘[/
L vanit: : 4 )
: Yy = (-%Q - %3('3) & '/z(()s ‘[/ + (i — j(';.,) ¢~ 5in —.—/
; { [
dr dy
9 —Bri—=¢g g At
_ €= (11 == =
| d_"__, @:Spr ( Yy = T “+( + ¢ )
dt - dt
g (D()— D+ (D*+1)y=1
| (D*=1Da+(D+1)y=2"
(vanlt' r=cC + ot + C.‘}et = C4€—t — %fQ )
: : = (c1 — cot) + (co + )t + cye™t — L2
i Dz =y
B 9. Dy==::
’ z==z
| r=crel + cae”!?sin ‘/_f—l—c e=t/2 cos L3¢
j (yamt: ¥ =cie' + —%c-_)—gc;g —t/2gin ‘/—z‘+ ﬁ()—% ;)p /2 cos ‘/—t )
z = Clef -+ —%C-_) + AQEC;; 6-1/.‘2 Sin -\{)—'gt + —\./T:?C-_) — %C‘,;) e=!/2 COS £
dr
— —6y=0 ; |
([(71/ r=—06ce ! — 3(»( =2 4 204e™
10, r— W +-=0": (vanit: y = cre™ + o7t + e )
dz = 5('16_' + o0 —ah 4 c3e”
T4+l ———=1
dt
n 2D+ (D - 1)y = '/ (s r=—cre”t o+ %/3 - 2 + 3t
Dr+dy=¢#"' " Cy=cet 22 -5t +5
dr - .
) o T =0 — — (,---H'} 3 _ { =30+ 3
12, : anit: ¢
j/ = Jr—y (vamt: Y= —MH gt )



