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1. MADDESEL NOKTALARIN EĞRİSEL HAREKETİ 
 

1.1.Yer vektörü, hız ve ivme.  Bir maddesel nokta doğrusal olmayan bir çizgi üzerinde 
hareket ediyorsa nokta eğrisel hareket yapıyor denir. Noktanın verilen bir t zamanında 
bulunduğu P yerini tanımlamak için, örneğin Şekil 1.1a daki gibi eksenleri sabit bir x, y, z 
karşılaştırma takımı seçer ve  O başlangıç noktasını P ye bağlayan r  vektörünü çizeriz. r  
vektörü, r şiddeti ve karşılaştırma eksenlerine göre doğrultusu ve yönü ile 
tanımlandığından noktanın yerini bu eksenlere göre tam olarak belirtmiş olur; bu r  
vektörüne, noktanın t anındaki yer vektörü adı verilir. 
 
Şimdi aynı noktanın biraz sonraki tt ∆+  zamanında bulunduğu P′ yerini tanımlayan r ′  
vektörünü göz önüne alalım. P ile P′  yü birleştiren r∆ vektörü, yer vektörünün t∆ zaman 
aralığındaki değişimini gösterir, çünkü Şekil 1.1a dan kolayca görülebileceği üzere, r ′  
vektörü, r  ve  r∆  vektörlerinin üçgen kuralına göre toplanması ile elde edilir. r∆  nin, r  
vektörünün hem doğrultusu ve yönünde, hem de şiddetindeki değişmeyi gösterdiğine 
dikkati çekeriz. Maddesel noktanın t∆  zaman aralığındaki ortalama hızı , r∆  nin t∆ ye 
oranı olarak tanımlanır. r∆  bir vektör, t∆  ise bir skaler olduğundan, tr ∆∆ /  oranı, P den 
geçen ve r∆  ile aynı doğrultu ve yönde olan bir vektördür; şiddeti ise r∆  nin şiddetinin 

t∆  ye bölümünden elde edilen değere eşittir (Şekil 1.1b). 
 

   
  (a)    (b)    (c) 
 

Şekil 1.1 
 
Maddesel noktanın t anındaki ani hızı, t∆  zaman aralıklarını ve karşıt olarak  r∆  vektör 
artımlarını gittikçe küçülterek elde edilir. Böylece ani hız 
 

t
rv

t ∆
∆

=
→∆ 0

lim     (1.1) 

 
vektörü ile gösterilir. r∆  ve t∆  küçüldükçe, P ve P′  noktaları birbirine yaklaşır: Şu halde 
v  vektörü limitte maddesel noktanın yörüngesine teğet olur (Şekil 1.1c). 
 
r  vektörünün yeri t zamanına bağlı olduğundan, buna t skaler değişkeninin vektör 
fonksiyonu adını verebiliriz ve )(tr  ile gösterebiliriz. Skaler fonksiyonun türevi kavramını 
da genişleterek tr ∆∆ /  limitine, )(tr  vektör fonksiyonunun türevi adını vereceğiz. Şu 
halde: 

dt
rdv =      (1.2) 
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v  vektörünün v şiddetine, maddesel noktanın yörünge hızı adı verilir. Bu, (1.1) 
denkleminde r∆  vektörünün yerine, PP ′  kirişinin şiddetini koyarak elde edilebilir. Oysa 

t∆  azaldıkça, PP ′  kirişinin boyu, PP ′  yayının s∆  boyuna yaklaşır (Şekil 1.1a) ve 
dolayısıyla 
 

dt
dsv

t
s

t
ppv

tt

=

∆
∆

=
∆

′
=

→∆→∆ 00
limlim

    (1.3) 

 
yazabiliriz. Şu halde hızın v şiddeti, maddesel noktanın katettiği s yay boyunu t ye göre 
türeterek elde edilebilir. 
 
Maddesel noktanın t zamanındaki v  hızı ile tt ∆+  zamanındaki v ′  hızını göz önüne 
alalım (Şekil 1.2a). Her iki v  ve v ′  vektörünü aynı O′  başlangıç noktasına taşıyalım 
(Şekil 1.2b). Q ile Q′  yü birleştiren v∆  vektörü, t∆  zaman aralığında maddesel noktanın 
hızındaki değişmeyi gösterir, çünkü v ′  vektörü v  ile v∆  nin toplanmasıyla elde edilebilir. 

v∆  nin, hızın hem doğrultu ve yönünde , hem de şiddetindeki değişmeyi gösterdiğine 
dikkat etmelidir. Maddesel noktanın t∆  zaman aralığındaki ortalama ivmesi, v∆  nin t∆  
ye oranı olarak tanımlanır. v∆  bir vektör, t∆  ise bir skaler olduğu için, tv ∆∆ /  oranı, v∆  
nin doğrultu ve yönünde olacaktır.  
 

   
   (a)       (b) 
 

Şekil 1.2 
 
Maddesel noktanın t zamanındaki ani ivmesi , t∆  ve v∆  yi gittikçe küçülterek elde edilir. 
Böylece ani ivme 

t
va

t ∆
∆

=
→∆ 0

lim     (1.4) 
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vektörü ile gösterilir. v  hızının t zamanının )(tv şeklinde bir vektör fonksiyonu olduğuna 
dikkat ederek tv ∆∆ / oranının limitine, v  nin t ye göre türevi adını verebiliriz. Şu halde: 
 

dt
vda =      (1.5) 

 
Görüyoruz ki a  ivmesi, v  vektörleri sabit bir O′  başlangıç noktasına taşındığı takdirde, 
bu vektörlerin Q uçlarının çizdiği eğriye teğet olmakta (Şekil 1.3a) ve genel olarak 
maddesel noktanın yörüngesine teğet olmamaktadır (Şekil 1.3b). v  vektörlerinin uçlarının 
çizdiği ve Şekil 1.3a da gösterilen eğriye hareketin hodografı adı verilir.  
 

    
                 (a)           (b) 

 
Şekil 1.3 

 
1.2. Vektör fonksiyonlarının türevleri. Bundan önceki kısımda, eğrisel harekette bir 
maddesel noktanın yerini belirleyen )(tr vektör fonksiyonunun türevi ile )(tv  hızının 
gösterilebileceğini gördük. Benzer şekilde, noktanın a  ivmesi de )(tv  vektör 
fonksiyonunun türevi olarak gösterilebilmektedir. Bu kısımda vektör fonksiyonlarının 
türevleri için formel bir tanım verecek ve vektörlerin toplam ve çarpımlarının türevlerine 
ait birkaç kural çıkaracağız. 
 
u  skaler değişkeninin vektör fonksiyonu )(uP  olsun. Bundan amacımız şudur: u skaleri, 
P  vektörünün şiddetini, doğrultusunu ve yönünü tam olarak tanımlamaktadır. P  vektörü 
sabit bir O başlangıç noktasından alınır ve u değiştirilirse, P  nin ucu uzayda belirli bir eğri 
çizer. Skaler değişkenin sırasıyla u ve uu ∆+  değerlerine karşı gelen P  vektörlerini göz 
önüne alalım (Şekil 1.4a). Bu verilen iki vektörün uçlarını birleştiren vektör P∆  olsun. Şu 
halde 
 

)()( uPuuPP −∆+=∆  
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yazılır. Bunu u∆ ya bölüp u∆ yu sıfıra yaklaştırarak, )(uP vektör fonksiyonunun türevini 
tanımlıyoruz : 

u
uPuuP

u
P

du
Pd

uu ∆
−∆+

=
∆
∆

=
→∆→∆

)()(limlim
00

   (1.6) 

 
u∆ sıfıra yaklaşınca P∆  nin etki çizgisi Şekil 1.4a daki eğriye teğet hale gelir. Şu halde 

)(uP  vektör fonksiyonunun duPd / türevi, )(uP  nun ucunun çizdiği eğriye teğettir. 
 

       
        (a)         (b) 

 
Şekil 1.4 

 
Şimdi de skaler fonksiyonların toplam ve çarpımlarının türevlerine ait kuralların, vektör 
fonksiyonlarına da uygulanabileceğini göstereceğiz. Önce aynı u skaler değişkeninin )(uP  
ve )(uQ gibi iki vektör fonksiyonunun toplamını göz önüne alalım. (1.6) da verilen tanım 
gereğince QP +  vektörünün türevi 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆
∆

+
∆
∆

=
∆

+∆
=

+
→∆→∆ u

Q
u
P

u
QP

du
QPd

uu 00
lim)(lim)(    

 
veya, bir toplamın limiti, terimlerinin limitlerinin toplamına eşit olduğundan 
 

0 0

( ) ( )lim lim

( )

u u

d P Q P Q
du u u

d P Q dP dQ
du du du

∆ → ∆ →

+ ∆ ∆
= +

∆ ∆

+
= +

    (1.7) 

 
yazılır. 
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Şimdi de aynı u skaler değişkeninin bir f(u) skaler fonksiyonu ile )(uP vektör 
fonksiyonunun çarpımının türevini göz önüne alalım. Pf  vektörünün türevi 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∆
∆

+
∆
∆

=
∆

−∆+∆+
=

→∆→∆ u
PfP

u
f

u
PfPPff

du
Pfd

uu 00
lim))((lim)(  

 
veya toplam ve çarpımların limitlerine ait özellikleri hatırlayarak 
 
 
 

du
PdfP

du
df

du
Pfd

+=
)(     (1.8) 

 
olur. )(uP  ve )(uQ  gibi iki vektör fonksiyonunun skaler çarpımının ve vektörel 
çarpımının türevleri de, benzer şekilde elde edilebilir : 
 
 

du
QdPQ

du
Pd

du
QPd ..).(

+=     (1.9) 

 

du
QdPQ

du
Pd

du
QPd

×+×=
× )(    (1.10) 

 
Vektörel çarpım komütatif olmadığı için (1.10) daki çarpanların sırası bozulmamalıdır. 
 
Yukarıda çıkarılan özellikleri, bir )(uP vektör fonksiyonunun türevinin dik bileşenlerini 
bulmakta kullanacağız. P  nin sabit x, y, z dik eksenleri üzerindeki izdüşümlerini 
 

kPjPiPP zyx ++=     (1.11) 
 

yazalım; burada Px, Py, Pz  ; P  vektörünün skaler dik (kartezyen) bileşenleri ve kji ,,  
sırasıyla x, y ve z eksenleri üzerindeki birim vektörlerdir. (1.7) gereğince P  nin türevi, sağ 
taraftaki terimlerin türevlerinin toplamına eşittir. Bu termlerin her biri bir skaler ve vektör 
fonksiyonunun çarpımı olduğundan (1.8) i kullanmamız gerekir. Oysa kji ,,  birim 
vektörlerinin şiddetleri sabittir (1 e eşit) ve yönleri değişmemektedir. Şu halde onların 
türevleri sıfırdır ve  
 

k
du
dPj

du
dP

i
du
dP

du
Pd zyx ++=    (1.12) 

 
yazılır.  Birim vektörlerin katsayıları tanım gereğince duPd / vektörünün skaler bileşenleri 
olduğundan, şu sonuca ulaşırız : Bir )(uP vektör fonksiyonunun duPd /  türevinin dik 
skaler bileşenleri, P  nin karşıt skaler bileşenlerinin türevlerini alarak elde edilir. 
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Bir vektörün değişim hızı. P  vektörü  t zamanının fonksiyonu ise, bu vektörün 

dtPd / türevi, P nin Oxyz takımına göre değişim hızını gösterir. P  yi dik bileşenlere 
ayırarak (1.12) gereğince aşağıdaki eşitlik bulunur : 
 

k
dt

dPj
dt

dP
i

dt
dP

dt
Pd zyx ++=    (1.13) 

 
Daha sonra görüleceği gibi, bir P vektörünün hareketli bir karşılaştırma takımından 
gözlenen değişim hızı, genel olarak sabit bir karşılaştırma takımından gözlenen değişim 
hızından farklıdır. Bununla birlikte, eğer hareketli zyxO ′′′′  takımı ötelenme yapıyorsa, 
yani eksenleri, sabit Oxyz takımının karşıt eksenlerine paralel kalıyorsa (Şekil 1.5), iki 
takımda da aynı kji ,,  birim vektörleri kullanılır ve  P  vektörünün Px, Py, Pz bileşenleri, 
verilen bir anda her iki takımda da aynı olur. (1.13) den, dtPd /  değişim hızının, Oxyz ve 

zyxO ′′′′  takımlarına göre aynı olduğu sonucu çıkar. O halde şunu söyleyebiliriz : Bir 
vektörün, sabit bir takıma göre değişim hızı ile ötelenme yapan bir takıma göre değişim 
hızı aynıdır. Bu özellik işimizi bir hayli kolaylaştıracaktır, çünkü biz esas olarak, ötelenme 
yapan takımlarla uğraşacağız. 
 

 
 

Şekil 1.5 
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1.3. Hız ve İvmenin Dik Bileşenleri. Bir P maddesel noktasının herhangi bir andaki yeri 
x, y, z dik koordinatlarıyla tanımlanmışsa, noktanın v  hızının ve a  ivmesinin de dik 
bileşenlere ayrılması kolay olur (Şekil 1.6). 
  

                  
          (a)         (b) 

Şekil 1.6 
 

r  yer vektörünü dik bileşenlere ayırarak 
   

kzjyixr ++=     (1.14) 
 

yazarız.; burada x, y, z koordinatları, t zamanının fonksiyonlarıdır. İki kere türev alarak 
 

kzjyix
dt
rdv ++==     (1.15) 

kzjyix
dt
vda ++==     (1.16) 

 
elde ederiz; burada x, y, z nin t ye göre birinci ve ikinci türevleri zyx ,,  ve zyx ,,  ile 
gösterilmektedir. (1.15) ve (1.16) dan hız ve ivmenin skaler bileşenlerinin  
 

zvyvxv zyx ===    (1.17) 
zayaxa zyx ===    (1.18) 

    
 olduğu anlaşılır. Vx  in pozitif olması, xv  vektör bileşeninin sağa doğru; negatif olması, 
sola doğru yönlenmiş olduğunu ifade eder; diğer vektör bileşenlerinin yönleri de benzer 
şekilde karşıt  skaler bileşenlerinin işaretinden belirtilir. İstenirse, hız ve ivmenin şiddet, 
doğrultu ve yönleri de elde edilebilir. 
 
Eğer ivmenin ax bileşeni yalnız t, x  ve/veya vx e bağlı ise ve benzer şekilde ay yalnız t, y  
ve/veya vy ye ve az ; t, z  ve/veya vz ye bağlı ise, maddesel noktanın yeri, hızı ve ivmesini 
belirlemek için dik koordinatların kullanılması etkili olur. O zaman (1.18) denklemleri, ve 
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aynı şekilde (1.17) denklemleri bağımsız olarak integre edilebilir. Başka bir deyimle, 
maddesel noktanın x doğrultusundaki, y doğrultusundaki ve z doğrultusundaki hareketi ayrı 
ayrı göz önüne alınabilir. 
 
1.4. Ötelenme Yapan Bir Takıma Göre Bağıl Hareket. Önceki kısımda, bir maddesel 
noktanın hareketini tanımlamak için bir tek takım kullanılmıştı. Pek çok durumlarda bu 
takım dünyaya bağlı alınmış ve sabit kabul edilmişti. Şimdi, aynı anda birden fazla 
karşılaştırma takımı kullanmanın kolaylık sağlayabileceği halleri inceleyeceğiz. 
Takımlardan biri dünyaya bağlı ise ona sabit karşılaştırma takımı, diğer takımlara ise 
hareketli karşılaştırma takımı adını vereceğiz. Bununla birlikte sabit bir karşılaştırma 
takımının seçimi tamamıyla keyfidir. Herhangi bir takım sabit olarak alınabilir; o zaman 
bu takıma rijit bağlı olmayan bütün öteki takımlar hareketli sayılır. 
 
Uzayda hareket etmekte olan A ve B gibi iki maddesel nokta göz önüne alalım (Şekil 1.7); 

BA rver  vektörleri bu noktaların, verilen herhangi bir anda, Oxyz sabit takımındaki 
yerlerini tanımlasınlar. Şimdi başlangıç noktası A da olan ve x, y, z eksenlerine paralel bir 

zyx ′′′ ,,  eksen takımını göz önüne alalım. Bu eksenlerin başlangıcı 
 

 
Şekil 1.7 

 
hareket ettiği halde doğrultuları aynı kalmaktadır; zyxA ′′′  takımı, Oxyz  takımına göre 
ötelenme yapmaktadır. A ile B yi birleştiren ABr /  vektörü, B nin zyxA ′′′  takımına göre 
bağıl (veya kısaca, B nin A ya göre bağıl) yerini tanımlar. 
  
Şekil 1.7 den görülür ki, B maddesel noktasının Br  yer vektörü, A noktasının Ar  yer 
vektörü ile B nin A ya göre ABr /  bağıl yer vektörünün toplamıdır; o halde 
 

ABAB rrr /+=     (1.19) 
 

yazılır. (1.19) un, sabit karşılaştırma takımında, t ye göre türevini alarak 
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dt
rd

dt
rd

dt
rd ABAB /+=     (1.20) 

 
elde ederiz. dtrdvedtrd BA //  türevleri, A ve B maddesel noktalarının BA vvev  hızlarını 
gösterir. dtrd AB //  ise, ABr /  nın hem zyxA ′′′  takımına göre, hem de sabit takıma göre 
değişim hızını gösterir, çünkü zyxA ′′′  ötelenme yapmaktadır. O halde bu türev B nin 

zyxA ′′′  takımına göre ABv /  bağıl hızını ( veya kısaca, B nin A ya göre ABv /  bağıl hızını) 
tanımlar : 

ABAB vvv /+=     (1.21) 
 

(1.21) in t ye göre türevini alarak B nin zyxA ′′′  takımına göre ABa /  bağıl ivmesini (veya 
kısaca, B nin A ya göre ABa /  bağıl ivmesini) tanımlamak için dtvd AB //  türevini 
kullanarak şu sonuç elde edilir : 

ABAB aaa /+=     (1.22) 
 

B nin, sabit Oxyz takımına göre hareketine, B nin salt hareketi denir. Bu kısımda 
çıkardığımız denklemler şunu göstermektedir : B nin salt hareketi, A nın hareketi ile A ya 
bağlanmış hareketli bir takıma göre B nin bağıl hızını bileştirerek elde edilebilir. 
Örneğin, (1.21) denklemi, B noktasının Bv  salt hızının, A nın hızı ile B nin zyxA ′′′  
takımına göre hızını vektörel olarak toplamak suretiyle elde edilebileceğini ifade 
etmektedir. (1.22) denklemi, benzer özelliği ivmeler cinsinden vermektedir. Bununla 
birlikte, zyxA ′′′  takımının ötelenme yaptığını, yani A noktası hareket ettiği halde 
eksenlerin aynı doğrultuyu koruduğunu hatırdan çıkarmamak gereklidir. İleride görüleceği 
gibi dönme yapan karşılaştırma takımlarında, farklı bağıntılar kullanma zorunluluğu vardır. 
 
1.5. Teğetsel ve normal bileşenler. Bir maddesel noktanın hızının, maddesel noktanın 
yörüngesine teğet bir vektör olduğunu, fakat ivmesinin genel olarak yörüngeye teğet 
olmadığını Kısım 1.1 de görmüştük. Bazı hallerde, ivmeyi yörüngenin teğeti ve normali 
doğrultusunda bileşenlere ayırmak daha yararlı olmaktadır. 
 
Maddesel noktanın düzlemsel hareketi. Önce şekil düzleminde bulunan bir eğri üzerinde 
hareket eden, bir maddesel noktayı göz önüne alacağız. Verilmiş bir anda maddesel 
noktanın yeri P olsun. P ye, maddesel noktanın yörüngesine teğet olan ve hareket 
doğrultusu yönünde bir ti  birim vektörü bağlayalım (Şekil 1.8a). Noktanın biraz sonraki 
P′  yerine karşı gelen birim vektör ti ′  olsun. Her iki vektörü aynı O′  başlangıç noktasına 
taşıyarak ttt iii −′=∆  vektörünü (Şekil 1.8b) tanımlıyoruz. ti  ve ti ′ , birim boyda  
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    (a)         (b) 

Şekil 1.8 
 
olduklarından uçları 1 yarıçaplı bir çember üzerinde bulunacaktır. . ti  ve ti ′  nün yaptıkları 
açıyı θ∆  ile gösterirsek, ti∆  nin şiddetini )2/sin(2 θ∆  olarak buluruz. Şimdi θ∆∆ /ti  
vektörünü göz önüne alırsak, θ∆  sıfıra yaklaştığı zaman bu vektör Şekil 1.8b deki birim 
çembere teğet olur ve şiddeti de  
 

1
2/

)2/sin(lim)2/sin(2lim
00

=
∆

∆
=

∆
∆

→∆→∆ θ
θ

θ
θ

θθ
 

 
e yaklaşır. Şu halde limitte, maddesel noktanın yörüngesine normal, ti nin döndüğü yönde 
bir birim vektör elde edilmektedir. Bu vektörü ni  ile göstererek 
 

θ

θθ

d
id

i

i
i

t
n

t
n

=

∆
∆

=
→∆ 0

lim
    (1.23) 

 
yazabiliriz.  
 
Maddesel noktanın v  hızı yörüngeye teğet olduğundan bunu, v skaleri ile ti  vektörünün 
çarpımı olarak yazabiliriz : 
 

tivv =      (1.24) 
 

Maddesel noktanın ivmesini elde etmek için (1.24) ün t ye göre türevini almamız gerekir. 
Bir skalerle bir vektör fonksiyonunun çarpımının türevine ait kuralı uygulayarak (Kısım 
1.2) 
 

dt
id

vi
dt
dv

dt
vda t

t +==     (1.25) 
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yazabiliriz. Oysa 
 

dt
ds

ds
d

d
id

dt
id tt θ

θ
=  

 
 

dir. (1.3) den ds/dt=v, (1.23) den nt idid =θ/  ve elemanter hesaptan da, ρ  yörüngenin 
eğrilik yarıçapı olmak üzere, dsd /θ  nin, ρ/1  ya eşit olduğunu hatırlayarak (Şekil 1.9) 
 

 
Şekil 1.9 

 

n
t iv

dt
id

ρ
=      (1.26) 

 
elde ederiz. Bunu (1.25) de yerine koyarak  
 

nt ivi
dt
dva

ρ

2
+=     (1.27) 

 
buluruz. Şu halde ivmenin skaler bileşenleri 
 

ρ

2va
dt
dva nt ==     (1.28) 

 
olur. Elde edilen bu bağıntılar, ivmenin teğetsel bileşeninin maddesel noktanın hızının 
şiddetinin türevine, normal bileşeninin ise hızın karesinin p nin yörüngesinin eğrilik 
yarıçapına bölümüne eşit olduğunu ifade etmektedir. Hızın artması ya da azalmasına bağlı 
olarak at pozitif veya negatif olur ve  na  vektör bileşeni daima yörüngenin C eğrilik 
merkezine doğru yönlenmiştir (Şekil 1.10). 
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Şekil 1.10 

 
Yukarıdan anlaşılmaktadır ki ivmenin teğetsel bileşeni, maddesel noktanın hızının 
şiddetinin değişimini yansıtmakta, normal bileşeni ise, noktanın hızının doğrultusundaki 
değişimi yansıtmaktadır. Bir maddesel noktanın ivmesinin sıfır olması için bu iki bileşenin 
de sıfır olması gereklidir. O halde bir eğri üzerinde sabit hızla hareket eden bir maddesel 
noktanın ivmesinin sıfır olması ancak noktanın, eğrinin bir büküm noktasından geçmesi 
(büküm noktasında eğrilik yarıçapı sonsuzdur) ile veya eğrinin bir doğru olması ile 
mümkündür. 
 
İvmenin normal bileşeninin, maddesel noktanın izlediği yörüngeye bağlı olduğu gerçeği, 
uçak kanatları, demiryolu rayları gibi birbirinden çok değişik sistem ve mekanizmaların 
yapımında dikkate alınır. Bir kanadın yanından geçen hava zerrelerinin ivmesindeki ani 
değişimlere engel olmak için, kanat profilleri eğrilik yarıçapında ani değişmeler olmayacak 
şekilde yapılır. Demiryolu kurbalarını inşa ederken de vagonlarrın ivmelerindeki ani 
değişimlerin önüne geçmek için benzer dikkat gösterilir (çünkü bu değişmeler teçhizata 
sert etki yapar ve yolcuları rahatsız eder). Örneğin, yolun doğrusal kısmının hemen 
arkasından dairesel bir kısım yapılmaz. Doğru bölgesindeki sonsuz eğrilik yarıçapından 
dairesel bölgedeki sonlu eğrilik yarıçapına düzgün olarak geçmeye yardımcı olmak için 
özel geçiş bölgeleri ( rakordman) kullanılır.  

 
 
Bir maddesel noktanın uzayda hareketi. Bir uzay eğrisi boyunca hareket eden maddesel 
nokta halinde (1.27) ve (1.28) bağıntıları yine geçerli kalır. Ancak, bir uzay eğrisinin 
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verilen bir P noktasındaki teğetine dik sonsuz sayıda doğru bulunduğu için ni  birim 
vektörünün doğrultusunun daha kesin bir tanımına ihtiyaç vardır. 
 
Maddesel noktanın yörüngesi üzerinde birbirine komşu P ve P′  gibi iki noktada 
yörüngeye teğet olan tt ivei ′  birim vektörlerini (Şekil 1.11a) ve tt ivei ′  arasındaki 
farkı gösteren ti∆  vektörünü (Şekil 1.11b) tekrar göz önüne alalım. P den geçen (Şekil 
1.11a) ve tt ii ′,  ve ti∆  vektörlerinin tanımladığı düzleme (Şekil 1.11b) paralel  bir  düzlem  
 
 

   
  (a)    (b)       (c) 

 
Şekil 1.11 

 
düşünelim. Eğrinin P deki teğeti bu düzlem içindedir ve P′  deki teğeti de bu düzleme 
paraleldir. P′  yü P ye yaklaştırırsak limitte P civarında eğriye en iyi uyan düzlemi elde 
ederiz. Bu düzleme P deki oskülatör (öpen) düzlem denir. Bu tanımdan anlaşılır ki 
oskülatör düzlem  ni  birim vektörünü içinde bulundurur, çünkü bu vektör θ∆∆ /ti  
vektörünün limitidir. O halde ni  ile tanımlanan normal, oskülatör  düzlemdedir; buna P 
deki asal normal denir. ntb iii ×=  birim vektörü, bnt iii ,,  sağ takımını tamamlar (Şekil 
1.11c) ve P  deki binormali tanımlar. O halde binormal oskülatör düzleme diktir.  (1.27) de 
ifade edildiği gibi, P maddesel noktasının ivmesinin, biri P nin teğeti doğrultusunda, öteki 
asal normali doğrultusunda iki bileşene ayrılabileceği sonucuna varmaktayız. İvmenin 
binormal doğrultusunda bileşeni yoktur. 
 
1.6. Kutupsal Koordinatlarda Bileşenler 
 
Düzlemsel hareketteki bazı problemlerde P maddesel noktasının yeri, r ve θ  kutupsal 
koordinatları yardımıyla tanımlanır (Şekil 1.12a). O zaman maddesel noktanın hızını ve 
ivmesini, OP doğrusuna paralel ve dik bileşenlere ayırmak daha elverişli olur. Bu 
bileşenlere radyal  ve radyale dik (enine) adı verilir.  
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  (a)    (b)    (c) 
 

Şekil 1.12 
P ye θiveir  olmak üzere iki birim vektör koyacağız (Şekil 1.12b). ri vektörü OP 
doğrultusundadır, θi  vektörü ise ri yi saat ibrelerinin aksi yönde 90o döndürmekle elde 
edilmiştir. ri birim vektörü radyal doğrultuyu, yani θ  sabit tutulup r arttırılınca P  nin 
hareket edeceği doğrultuyu tanımlar; θi  ise radyale dik  doğrultuyu, yani r sabit tutulup 
θ  arttırılınca P nin hareket edeceği doğrultuyu tanımlar. Kısım 1.5 de ti birim vektörünün 
türevini bulmakta kullandığımıza benzer bir şekilde şu bağıntılar çıkarılır: 
 

r
r i

d
id

i
d
id

−==
θθ
θ

θ     (1.29) 

 
burada - ri , ri ninkinin aksi yönde bir birim vektör göstermektedir (Şekil 1.12c). 
 
P noktasının r  yer vektörünü, r skaleri ile ri birim vektörünün çarpımı olarak yazıp t ye 
göre türev alarak 

rirr =      (1.30) 
 

θ
θ

d
id

dt
dri

dt
dr

dt
id

ri
dt
dr

dt
rdv r

r
r

r +=+==  

 
elde ederiz. (1.29) bağıntılarından birincisini dikkate alarak ve zamana göre türevleri 
noktalarla göstererek 

θθ irirv r +=     (1.31) 
 

bulunur.  t   ye göre bir kere daha türev alarak 
 

dt
id

ririr
dt
id

rir
dt
vda r

r
θ

θθ θθθ ++++==  

 
veya rr idtidveidtid θθ θθ −== //  olduğundan 
 

θθθθ irrirra r )2()( 2 ++−=    (1.32) 
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elde edilir. Şu halde hız ve ivmenin radyal ve radyale dik doğrultudaki skaler bileşenleri 
şöyle olur: 
 

θθ rvrvr ==     (1.33) 
2 2ra r r a r rθ= − θ = θ + θ    (1.34) 

 
O merkezli bir daire üzerinde hareket eden bir maddesel nokta halinde, r = sabit , 

0== rr  olur ve (1.32) denklemleri şu şekle indirgenir : 
 

θθ θθθ irirairv r +−== 2    (1.35) 
 

Maddesel noktanın uzay hareketine genişletme: Silindirik koordinatlar. Bir P 
maddesel noktasının uzaydaki yeri bazen  R , θ  ve z silindirik koordinatları yardımıyla 
tanımlanır (Şekil 1.13a). O zaman Şekil 1.13b de gösterilmiş olan kveiiR θ,  birim 
vektörlerini kullanmak uygun olur. P noktasının r  yer vektörünü, vektörler doğrultusunda 
bileşenlere ayırarak 
 

Rr R i z k= +     (1.36) 
 

      
   (a)      (b) 

Şekil 1.13 
 
elde ederiz. θiveiR nın, yatay xy  düzleminde radyal ve radyale dik doğrultuları 
tanımladığına ve eksenel doğrultuyu tanımlayan k  vektörünün gerek doğrultu, gerek 
şiddetçe sabit olduğuna dikkat ederek şu bağıntıları kolayca çıkarabiliriz : 
 

kziRiR
dt
rdv R ++== θθ    (1.37) 

kziRRiRR
dt
vda R +++−== θθθθ )2()( 2   (1.38) 



 20

 



 21

 



 22

 



 23

 



 24

2. MADDESEL NOKTALARIN KİNETİĞİ : KUVVET, KÜTLE VE İVME 
 
2.1. Newton’ un Üç Temel Kanunu ve Çekim Kanunu 
 
Newton’ un üç temel kanununu yeniden yazalım: 

 
Birinci kanun : Bir maddesel noktaya etkiyen bileşke kuvvet sıfırsa maddesel nokta 
(başlangıçta hareketsiz ise) hareketsiz kalır veya (başlangıçta harekette ise) bir doğru 
üzerinde sabit hızla hareketine devam eder. 

 
İkinci kanun : Eğer bir maddesel noktaya etkiyen bileşke kuvvet sıfır değilse, maddesel 
nokta bu bileşke kuvvetin şiddeti ile orantılı ve bileşke kuvvetin doğrultu ve yönünde bir 
ivme kazanır. Bu kanun 

 
amF =      (2.1) 

 
şeklinde ifade edilir. Burada avemF ,  sırasıyla maddesel noktaya etkiyen bileşke kuvveti, 
maddesel noktanın kütlesini ve maddesel noktanın ivmesini (birbirine uygun birimlerle 
ifade edilmek şartıyla) göstermektedir. 
 
Üçüncü kanun : Birbirine değen cisimler arasındaki etki ve tepki kuvvetleri aynı 
şiddettedir, aynı tesir çizgisi üzerindedir ve zıt yöndedir. 

 
Newton’ un çekim kanunu : Bu kanun şunu ifade eder: Kütleleri M ve m olan iki 
maddesel nokta karşılıklı olarak eşit ve zıt yönlü FveF −  kuvvetleri ile birbirini çeker ; 
bu kuvvetlerin şiddeti şu formülle verilir : 

 

2r
MmGF =      (2.2) 

 
burada r iki maddesel nokta arasındaki uzaklıktır. G çekim sabiti denilen evrensel bir 
sabittir. Büyük önemi olan bir özel hal, dünyanın yeryüzündeki maddesel noktaları 
çekmesidir. Dünyanın uyguladığı bu F  kuvveti maddesel noktanın W  ağırlığı olarak 
tanımlanır. M yi dünyanın kütlesine, m yi maddesel noktanın kütlesine ve r yi dünyanın R 
yarıçapına eşit alarak ve  
 

2R
GMg =      (2.3) 

 
sabitini hesaba sokarak, kütlesi m olan bir maddesel noktanın W  ağırlığı  

 
gmW =      (2.4) 

 
şeklinde ifade edilir. Bu formülde R nin değeri göz önüne alınan noktanın yüksekliğine ve 
aynı zamanda enlemine de bağlıdır, çünkü dünya tam küre şeklinde değildir. O halde g nin 
değeri göz önüne alınan noktanın yeri ile değişmektedir. Nokta yeryüzünde kaldığı sürece 
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bir çok mühendislik hesaplarında g yi 9.81 m/sn2 ye eşit kabul etmek yeteri kadar 
doğrudur. 

 
Newton’ un ikinci kanunu sadece aveF  nın şiddetlerinin orantılı olduğunu değil, (m 
pozitif bir skaler olduğu için) doğrultularının da aynı olduğunu ifade eder (Şekil 2.1). 
F kuvveti sabit olmayıp t ile değişirse a  ivmesi de t ile değişecektir. 

 
Maddesel nokta aynı anda birden fazla kuvvetin etkisinde bulunursa (2.1) denklemi yerine 
 

∑ = amF      (2.5) 
 

denklemini koymak gerekir; burada ∑ F  maddesel  noktaya etkiyen bütün kuvvetlerin 
vektörel toplamını veya bileşkesini göstermektedir. 

 
Şekil 2.1 

 
a  ivmesinin belirtilmesinde esas alınan eksen takımlarının seçiminin de serbest olmadığı 
hatırdan çıkarılmamalıdır. Bu eksenlerin yıldızlara göre doğrultusu sabit olmalı ve 
başlangıç noktası da güneş sisteminin kütle merkezine bağlanmalı veya kütle merkezine 
göre sabit hızla hareket etmelidir. Böyle bir eksen takımına Newton karşılaştırma takımı 
adı verilir. Yıldızlar da gerçekte sabit olmadıklarından, Newton karşılaştırma takımlarının  
daha doğru bir tanımı (2.5) denkleminin geçerli kaldığı takımlardır şeklinde yapılabilir. 
Dünyaya bağlı sistemler Newton karşılaştırma takımları değildir, çünkü dünya yıldızlara 
göre dönmektedir ve güneşin kütle merkezine göre de bir ivmesi vardır. Bununla birlikte 
mühendislik uygulamalarının pek çoğunda a  ivmesi, dünyaya bağlı takımlara göre ve 
(2.1) ve (2.5) denklemleri kullanılarak belirtilirse büyük bir hata yapılmış olmaz. Öte 
yandan, eğer a  ivmesi hareketli eksen takımlarına göre ölçülen bağıl bir ivmeyi 
gösteriyorsa ve bu hareketli takım da ivmeli bir otomobile veya dönmekte olan bir makine 
parçasına bağlanmış ise, yukarıdaki denklemler yürürlükte kalmaz. 
 
2.2.Birimler 
 
Mekanikte kullanılan temel kavramlar uzay, zaman, kütle ve kuvvettir. Bu kavramlar tam 
olarak tanımlanamaz; bunlar sezgi ve tecrübelerimize dayanarak kabul edilmeli ve 
mekaniği incelerken başvurulacak bir kaynak olarak kullanılmalıdır. 
 
Uzay kavramı, bir P noktasının yeri kavramı ile yakından ilgilidir. P nin yeri, bir 
karşılaştırma noktası veya başlangıçtan itibaren verilen üç doğrultuda ölçülen üç 
uzunlukla tanımlanır. Bu uzunluklara P nin koordinatları adı verilir. 
 
Bir olayı tanımlamak için uzaydaki yeri belirtmek yeterli değildir. Olayın zamanı da 
verilmelidir. 
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Kütle kavramı, cisimleri belirli temel mekanik deneyler yönünden karakterize etmek ve 
karşılaştırmakta kullanılır; örneğin, kütlesi aynı olan iki cisim dünya tarafından aynı tarzda 
çekim etkisindedir; aynı şekilde böyle iki cisim, ötelenme şeklindeki bir harekette, 
hareketin değişimine aynı direnci gösterir. 
 
Kuvvet bir cismin diğeri üzerine etkisini gösterir. Ya gerçek dokunma sonucunda veya 
çekim kuvveti, manyetik kuvvetlerde olduğu gibi uzaktan uygulanabilir. 
 
Newton mekaniğinde uzay, zaman ve kütle birbirinden bağımsız, mutlak kavramlardır. Öte 
yandan kuvvet kavramı diğer üçünden bağımsız değildir. (2.5) eşitliği göstermektedir ki, 
bir cisme etkiyen bileşke kuvvet cismin kütlesi ve hızının zamanla değişmesi ile ilgilidir. 
Birimler (2.5) eşitliği sağlanacak şekilde seçildiklerinde kinetik açıdan uyuşurlar. 
 
Kinetik olarak uyuşan beş sistem Tablo 2.1 de gösterilmiştir. 
 

Tablo 2.1. Birim sistemleri 
 

Boyutlar Metrik sistemler İngiliz sistemleri 
 
 

Salt (MKS) Salt (CGS) Salt 
   

Uzunluk 
Kütle 
Zaman 
Kuvvet,F=ma dan

  Metre (m) 
  Kilogram (kg) 
  Saniye (san) 
  Newton (kg m/san2) 

  Santimetre (cm)
  Gram (gr) 
  Saniye (san) 
  Din(gr cm/san2)

  Ayak (ft) 
  Libre (lb) 
  Saniye (san) 
  Poundal (lb ft /san2 

 
Çekimsel 
 

Çekimsel 

Uzunluk 
Kuvvet 
Zaman 
Kütle, F =ma dan 

  Metre (m) 
  Kilogram (kg) 
  Saniye (san) 
  kg san2/m 

   Ayak (ft) 
  Libre (lb) 
  Saniye (san) 
  Slug (lb san2/ ft) 

 
MKS sistemine salt (mutlak) birimler sistemi denir. Bunun anlamı şudur: Seçilen üç temel 
birim (metre, kilogram, saniye) ölçümlerin yapıldığı yerden bağımsızdır. Metre, kilogram 
ve saniye dünyanın her hangi bir yerinde, hatta başka bir gezegende bile kullanılabilir. 
Bunların anlamı her yerde aynı kalır. 
 
Teknikte yakın zamanlara kadar çekimsel birimler kullanılmasına rağmen günümüzde salt 
birimlerin kullanımı gittikçe yaygınlaşmaktadır.  
 
Salt birimler sisteminde (MKS) kuvvet birimi olan Newton, 1kg kütlesindeki bir cisme 1 
m/san2 lik ivme veren bir kuvvet olarak tanımlanmaktadır. Çekimsel birimler sisteminde 
kuvvet olarak alınan Kilogram ise, kütlesi 1 kg olan bir cisme,  deniz düzeyinde ve 45o 
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enlemde yeryüzünün uyguladığı kuvvet olarak tanımlanmaktadır. Böyle bir yerde serbest 
düşen bir cismin ivmesi 9.81 m/san2 olduğundan, 1kg kuvvetin, 1 kg lik kütleye 9.81 
m/san2 lik bir ivme verdiğini görürüz. Bu tanımlara göre Nkuvvetkg 81.91 ≈  olduğu 
görülmektedir. Aşağıda  salt sistemler için bazı birim çevirmeleri verilmiştir. 
 

1 in = 2.54 cm   ;     1 ft = 12 in = 30.48 cm    ;      1 kg = 2.2046 lb 
 
Kinetikte iş birimi olarak kullanılan  Joule ise 1 Newton’ luk kuvvetin 1 metre yol alması 
durumunda yaptığı iş olarak tanımlanmaktadır. Birim alana gelen kuvvet (gerilme) birimi  
1 pa = 1 N/m2 dir. 
 
Burada, salt birimler (MKS) kullanılacaktır.  
 
2.3.Hareket Denklemleri. Dinamik Denge 
 
Birden fazla kuvvetin etkisi altındaki m kütleli bir maddesel noktayı göz önüne alalım. 
Newton’ un ikinci hareket kanununa göre bu kuvvetlerin bileşkesinin  am  vektörüne eşit 
olması gerekmektedir(Şekil 2.1a). F  kuvvetini ve a  ivmesini dik bileşenlerine ayırarak 
 

)()( kajaiamkFjFiF zyxzyx ++=++∑   (2.6) 
 
yazabiliriz. 
 
(2.5) denkleminin sağ tarafını sola geçirerek 
 

0=∑ − amF     (2.7) 
 
elde ederiz. Newton’un ikinci hareket kanunu bu şekilde yazılınca maddesel nokta 
dinamik dengededir denir ve göz önüne alınan problem daha önce statikte kullanılan 
yöntemler yardımı ile çözülebilir(Şekil 2.2b). am−  ifadesine atalet vektörü adı verilir. 
Atalet vektörü, maddesel noktayı hareket ettirmek veya hareket koşullarını değiştirmek 
istediğimiz zaman maddesel noktanın gösterdiği direnişin ölçüsüdür. Bu nedenle çoğu 
zaman atalet kuvveti adını alır. Bununla beraber atalet kuvveti statikte rastlanılan değme 
noktalarında oluşan kuvvetler veya çekim kuvvetleri gibi bir kuvvet değildir. Bu sebeple 

am−  vektörünü gerçek kuvvetlerden ayırt etmek için burada atalet kuvveti deyimi yerine 
atalet vektörü deyimi kullanılacaktır. 

 
   (a)              (b) 

Şekil 2.2 
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2.4.Maddesel Noktalar Sistemi. D’ Alembert İlkesi 
 
Bir problemde birden fazla maddesel noktanın hareketi söz konusu oluyorsa, (2.1) ve (2.5) 
denklemleri göz önüne alınan her nokta için ayrı ayrı yazılabilir. Fakat, örneğin, rijit 
cisimde olduğu gibi çok sayıda maddesel noktadan oluşan bir sistem halinde, sistemi bir 
bütün olarak göz önüne almak genellikle daha kolay olur. Bu halde sistemdeki bir 
maddesel noktaya etkiyen kuvvetlerin şunlardan oluşacağı düşünülmelidir: (1) Sistemin 
dışında bulunan cisimlerden gelen dış kuvvetler (dünyanın maddesel noktaya uyguladığı 
ağırlık gibi); (2) sistemin öteki maddesel noktalarının uyguladığı iç kuvvetler. Newton’ un 
ikinci kanunu gereğince, göz önüne alınan maddesel noktaya etkiyen dış ve iç kuvvetlerin 
bileşkesi, am  vektörüne eşit olacaktır. Bu vektöre genel olarak maddesel noktaya gelen 
efektif kuvvet adı verilir. 
 
Şimdi, maddesel noktalar sisteminin bütün noktalarını aynı anda göz önüne alalım (Şekil 
2.3). Yazdığımız bağıntı her bir maddesel nokta için geçerli olduğundan, sistemin 
noktalarına etkiyen bütün dış ve iç kuvvetlerin bileşkesi, bütün noktalara etkiyen efektif 
kuvvetlerin bileşkesine eşit olur. Oysa Newton’ un üçüncü kanunu gereğince, iç kuvvetler 
birbirine eşit, aynı doğru üzerinde ters yönlü ikişer kuvvet şeklinde ortaya çıkarlar, böylece 
iç kuvvetler sistemi sıfıra indirgenmiş olur. Buradan şu sonuç elde edilir: Bir maddesel 
noktalar sistemine etkiyen dış kuvvetler, sistemin çeşitli noktalarına etkiyen efektif 
kuvvetlere eşdeğerdir. 

 
Şekil 2.3 

 
Bu önemli hüküm, Fransız matemetikçisi Jean le Rond d’Alembert (1717-1783) e izafeten, 
D’ Alembert ilkesi diye tanınır. Bu ilkeden şu sonuç çıkar: Dış kuvvetlerin toplamı efektif 
kuvvetlerin toplamına eşittir ve dış kuvvetlerin her hangi bir O noktasına göre momentleri 
toplamı, efektif kuvvetlerin aynı o noktasına göre momentleri toplamına eşittir. Verilmiş 
bir maddesel noktanın yer vektörünü r  ile gösterirsek 

1

1 2
2 ( )

( ( )

AC AB A A

A A B B C C
BC AB B B

AC BC C C

F f f m a
F F m a m a m aF f f m a

Dış kuvvetlerin toplamı Efektif kuvvetlerin toplamı
f f m a

⎫+ + =
⎪ + = + +⎪+ + − = ⎬

=⎪− + − = ⎪⎭
 

∑ ∑= amF ışd  ∑ ∑ ×= )()( amrM ışdo   (2.8) 
yazılır.  
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2.5.Bir Maddesel Noktalar sisteminin Kütle Merkezinin Hareketi 
 
(2.8) denklemlerinden birincisi, maddesel noktalar sisteminin kütle merkezi göz önüne 
alınarak değişik bir şekilde yazılabilir. Sistemin kütle merkezi, 

 
∑ ∑= rmrm)(     (2.9) 

 
bağıntısını sağlayan r  vektörünün belirlediği G noktası olarak tanımlanır. rver  yer 
vektörlerini dik bileşenlerine ayırırsak, kütle merkezinin zyx ,,  koordinatlarını belirtmekte 
kullanılmak üzere aşağıdaki üç skaler denklemi elde ederiz: 

 
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑=== zmzmymymxmxm )()()( (2.10) 

 
W=mg olduğu için, G nin aynı zamanda sistemin ağırlık merkezi olduğuna dikkat 
etmelidir. Bununla birlikte karışıklığın önüne geçmek için, G yi maddesel noktaların 
kütlesi ile ilgili problemlerde maddesel noktalar sisteminin kütle merkezi, maddesel 
noktaların ağırlığı ile ilgili problemlerde sistemin ağırlık merkezi olarak adlandıracağız. 
Örneğin, dünyanın çekim alanı dışındaki maddesel noktaların kütlesi vardır, fakat ağırlığı 
yoktur. O zaman kütle merkezinden söz etmek doğru olduğu halde ağırlık merkezinden söz 
etmek anlamsızdır. Şu nokta da belirtilmelidir ki bir maddesel noktalar sisteminin kütle 
merkezi ile ağırlık merkezi tam olarak üst üste düşmez, çünkü noktaların ağırlıkları yerin 
merkezine yönelmiş olduğu için tam olarak paralel bir kuvvetler sistemi teşkil etmez.  

 
(2.9) denkleminin  t  ye göre türevini alarak 

 

∑∑ =
dt

rdm
dt

rdm)(     

 
veya dtrd /  nin, maddesel noktalar sisteminin G kütle merkezinin v  hızını gösterdiğine 
dikkat ederek 

 
∑∑ = vmvm)(     (2.11) 

 
yazılır. Bir kere daha türev alınıp, G kütle merkezinin ivmesini a  ile göstermek suretiyle 
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∑∑ =

∑=∑

amam

dt
vdm

dt
vdm

)(

)(

    (2.12) 

 
buluruz. (2.12) ile (2.8) bağıntılarının ilkinden ∑ am  yı yok edersek 

 
∑ ∑= amF ışd )(     (2.13) 

 
denklemini elde ederiz; bu denklem, sistemin kütle merkezinin hareketini tanımlar. (2.13) 
denkleminin, kütlesi ∑ m  olan ve bütün dış kuvvetlerin etkisi altında bulunan bir tek 
maddesel noktanın hareketi için elde edilecek denklemle aynı olduğu görülmektedir. O 
halde şunu söyleyebiliriz : Bir maddesel noktalar sisteminin kütle merkezi, sistemin 
bütün kütlesi ve bütün dış kuvvetleri bu noktada toplanmış gibi hareket eder. Bu ilke en 
iyi şekilde, patlayan bir merminin hareketi ile canlandırılabilir. Biliyoruz ki, hava direnci 
ihmal edilirse merminin, parabolik bir yörünge üzerinde hareket ettiği farzedilebilir. Mermi 
patladıktan sonra mermi parçalarının  G kütle merkezi, aynı yörünge üzerinde harekete 
devam edecektir. Gerçekten, G noktası, parçaların kütle ve ağırlıkları G de toplanmış gibi 
hareket etmek zorundadır; şu halde bu nokta sanki mermi patlamamış gibi hareket 
edecektir. 

 
Ortaya konan bu ilke göstermektedir ki, cismin, kütle merkezinin hareketi ile ilgileniyor ve 
kütle merkezi etrafındaki hareketi ile ilgilenmiyorsak, rijit cisim yerine kütlesi aynı olan 
bir maddesel nokta koyabiliriz. Bununla birlikte, (2.12) ve (2.13) denklemlerinin, etkiyen 
kuvvet ve vektörlerin momentleriyle ilgili olmadığını hatırdan çıkarmamalıdır. Örneğin 
(2.12) denklemi, sisteme ait maddesel noktalara etkiyen efektif kuvvetlerin, G kütle 
merkezine bağlanmış bir ∑ am)(  vektörüne eşdeğer olduğunu ifade etmez. Daha sonra 
rijit cisimlerin kinetiği bahsinde görüleceği üzere, efektif kuvvetlerin bileşkesi ve 
dolayısıyla dış kuvvetlerin bileşkesi, genel olarak maddesel noktalar sisteminin kütle 
merkezinden geçmez. 

 
2.6.Maddesel Noktanın Eğrisel Hareketi 
 
Bir P  maddesel noktası eğrisel bir yörünge üzerinde hareket ediyorsa ivmesinin dik 
bileşenlere, teğetsel ve normal bileşenlere veya radyal ve radyale dik bileşenlere 
ayrılabildiği görülmüştü. Şu halde Newton’ un ikinci hareket kanununu ifade etmek için bu 
gösterim yöntemlerinden her hangi birini kullanabiliriz.  

 
Dik Bileşenler: P maddesel noktasına etkiyen F  kuvvetleri ile maddesel noktanın a  
ivmesi dik bileşenlere ayrılırsa, Newton’ un ikinci hareket kanunu şu skaler denklemlerle 
ifade edilebilir: 

 

∑ =∑ =∑ = zzyyxx amFamFamF  (2.14) 
 

İvmenin dik bileşenlerinin, P nin koordinatlarının ikinci türevlerine eşit olduğunu 
hatırlarsak 
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∑ =∑ =∑ = zmFymFxmF zyx  (2.15) 
elde edilir. 

 
Teğetsel ve Normal Bileşenler: Kuvvetleri ve maddesel noktanın ivmesini, nt ivei   birim 
vektörleri doğrultusunda bileşenlere ayırarak iki skaler denklem elde ederiz: 

 

∑ ∑ == nntt amFamF    (2.15) 
 

at ve an  yerine (1.28) deki değerlerini koyarsak 

∑ =∑ =
ρ

2vmF
dt
dvmF nt    (2.16) 

 
bulunur. Elde edilen bu denklemlerden iki bilinmeyen çözülür. 

 
Kutupsal Koordinatlarda Bileşenler: Kutupsal koordinatları r ve θ  olan ve düzlemde 
eğrisel bir yörünge üzerinde hareket eden bir P maddesel noktası göz önüne alalım. P ye 
etkiyen F  kuvvetlerini ve maddesel noktanın a  ivmesini θiveir  birim vektörleri 
doğrultusunda bileşenlere ayırarak, Newton’ un ikinci kanununun aşağıdaki iki skaler 
denklemle ifade edilebileceğini görürüz: 

 

∑ ∑ == θθ amFamF rr    (2.17) 
 

ar ve at yerine (1.34) deki değerleri konulursa 
 

∑ ∑ +=−= )2()( 2 θθθ θ rrmFrrmFr   (2.18) 
 

bulunur. Elde edilen bu iki denklemden iki bilinmeyen çözülebilir. 
 

Merkezsel Bir Kuvvet Etkisi Altında Hareket: Bir maddesel noktaya O koordinat 
başlangıcından geçen, O ya doğru veya O dan uzaklaşacak şekilde yönlenmiş bir tek F  
kuvveti etkiyorsa, maddesel nokta merkezsel bir kuvvet etkisinde hareket ediyor denir 
(Şekil 2.4). F  nin radyale dik doğrultudaki bileşeni sıfır olduğundan ikinci denklem 
 

0102 2
2

2
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+

dt
dr

dt
d

r
veya

dt
d

dt
dr

dt
dr θθθ  

 
verir. Buradan r nin sonlu değerleri için, h bir sabit olmak üzere 
 

h
dt
dr =
θ2      (2.19) 

 
sonucu elde edilir. Şekil 2.4 incelenirse, OP yarıçap vektörünün, θd  açısı kadar dönmesi 
halinde 2/2 θdrdA =  değerinde sonsuz küçük bir alan süpürdüğü görülür. Maddesel 
noktanın alan hızı, dtdA /  oranı olarak tanımlanırsa, (2.19) denkleminin sol yanının, 
maddesel noktanın alan hızının iki katını gösterdiği anlaşılır. Buradan şu sonuç elde edilir: 
Bir maddesel nokta, merkezsel bir kuvvet etkisinde hareket ediyorsa alan hızı sabittir. 
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Şekil 2.4 

 
(2.19) denklemi, (2.18) denkleminin birincisinden t yi yok etmekte kullanılabilir. 

2// rhdtd =θ  olduğu dikkate alınarak 
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    (2.20) 

 
yazılır. 22 // dtrdvedtdθ  nin sırasıyla (2.19) ve (2.20) deki değerlerini (2.18) 
denklemlerinin birincisinde yerine koyar, ∑ −= FFr  alır ve ru /1=  fonksiyonunu işe 
sokup, düzenledikten sonra 

222

2

umh
Fu

d
ud

=+
θ

    (2.21) 

 
elde edilir. (2.21) denkleminin çıkarılmasında F  kuvvetinin O ya doğru yönlendiği kabul 
edilmiştir. O halde F  kuvveti O ya doğru yönlenmişse (çekici kuvvet) F şiddeti pozitif; 
F , O dan dışarı doğru yönlenmişse (itici kuvvet) negatif alınmalıdır. Eğer F, r  ve 
dolayısıyla u nun bilinen bir fonksiyonu ise (2.21) denklemi, u ve θ  cinsinden bir 
diferansiyel denklemdir. Bu diferansiyel denklem F  merkezsel kuvveti etkisinde 
maddesel noktanın izleyeceği yörüngeyi tanımlar. 
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3. MADDESEL NOKTALARIN KİNETİĞİ :  İŞ VE ENERJİ 
 
3.1. Giriş 
 
Bundan önceki bölümde, maddesel noktaların hareketi ile ilgili problemler amF =  
hareket denklemi kullanılarak çözülmüştü. Bir F  kuvveti etkisinde bulunan bir maddesel 
nokta verilmişken bu denklemden a  ivmesini hesaplayabiliyorduk; ondan sonra 
kinematiğin ilkelerini uygulayarak a  dan, maddesel noktanın her hangi bir andaki hızını 
ve yerini belirtmek mümkün olabiliyordu. 
 

amF =  denklemi ile kinematiğin ilkeleri birleştirilirse iki yeni çözümleme yöntemi daha 
elde edilebilir : iş ve enerji yöntemi ve impuls ve momentum yöntemi. Bu yöntemlerin 
üstünlüğü, ivmenin belirtilmesini gerekli kılmamalarındadır. Gerçekten, iş ve enerji 
yöntemi doğrudan doğruya kuvvet, kütle, hız ve yer değiştirme arasında ilişki kurar, 
impuls ve momentum yöntemi ise kuvvet, kütle ve zaman arasında ilişki kurar. 
 
Bu bölümde iş ve enerji yöntemi ele alınmıştır. Bu yöntem üç önemli kavrama dayanır : 
Bir kuvvetin işi kavramı, potansiyel enerji kavramı ile maddesel noktanın kinetik enerjisi 
kavramı. Aşağıdaki kısımlarda bu kavramların tanımları verilmiştir.  
 
3.2. Bir Kuvvetin İşi 
 
Önce mekanikte kullanıldığı şekilde yer değiştirme ve iş kavramlarını tanımlayacağız. Bir 

A noktasından yakınındaki A′  noktasına hareket eden bir maddesel nokta göz önüne 
alalım (Şekil 3.1). A noktasına karşı gelen yer vektörü r  ile gösterilirse, A ile A′  yü 
birleştiren küçük vektör rd  diferansiyeli ile gösterilir. rd  vektörüne maddesel noktanın 
yer değiştirmesi adı verilir. F  kuvvetinin rd  yer değiştirmesindeki işi, F  kuvveti ile rd  
yer değiştirmesinin skaler çarpımı olan  
 

dW F d r= ⋅      (3.1) 
 
büyüklüğü ile tanımlanır. F ve dr  ile sırasıyla kuvvetin ve yer değiştirmenin şiddetlerini, 
α ile de F  ve rd  nin arasındaki açıyı gösterirsek, iki vektörün skaler çarpımının tanımını 
hatırlayarak 
 

αcosdrFdW =     (3.2) 
 
yazılabilir. (3.2) den, dW işi pozitif ise α açısının dar, negatif ise geniş açı olması gerektiği 
sonucu çıkar. Üç özel hal ilgi çekicidir: F  kuvveti ile rd  aynı yönde ise, dW işi Fdr 
haline gelir. F  ile rd  aksi yönde ise dW =-Fdr olur. Son olarak, F  ile rd  birbirine 
dikse dW işi sıfır olur. 
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Şekil 3.1 
 

Maddesel noktanın A1 den A2 ye kadar sonlu yer değiştirmesi (Şekil 3.2) sırasında F  
kuvvetinin işi, (3.1) denkleminin maddesel noktanın yörüngesi boyunca integrasyonu ile 
 

∫ ⋅=→

2

1

21

A

A
rdFW     (3.3) 

şeklinde elde edilir.  
 

 

Şekil 3.2 
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3.3. Maddesel Noktanın Kinetik Enerjisi 
 
Bir F  kuvvetinin etkisinde bulunan ve doğrusal veya eğrisel bir yörünge üzerinde hareket 
eden m kütleli bir maddesel nokta göz önüne alalım (Şekil 3.3). (3.3) eşitliği 
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  (3.4) 

şeklinde yazılırsa, buradaki 2)2/1( mv  ifadesi maddesel noktanın kinetik enerjisi olarak 
adlandırılıp Ek  ile gösterilir ve skaler bir büyüklüktür. Bu durumda (3.4) eşitliği 
 

1221 kk EEW −=→     (3.5) 
 
şekline dönüşür. Bir maddesel noktanın kinetik enerjisi, maddesel noktanın hızının iş 
yapma kapasitesini gösterir. 

 

Şekil 3.3 
 
3.4. Potansiyel Enerji 
 
Potansiyel enerji, bir cismin konumu sebebiyle iş yapma kapasitesi olarak 
tanımlanmaktadır. φ   skaler bir fonksiyon olarak tanımlansın. Bu fonksiyonun değeri 
konum koordinatlarına bağlıdır. Bir F  kuvvetini böylesi bir fonksiyonun gradyeni  olarak 
ifade edelim: 
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Bu kuvvetin yaptığı iş, işin tanımından 
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 (3.7) 

 
olur. kW )( 21→  konservatif kuvvetin işi olarak adlandırılmaktadır. Burada φ  ye iş 
fonksiyonu dersek, bunun değeri fonksiyonun ilk ve son değerlerine bağlıdır ve iki nokta 
arasında yapılan iş izlenen yoldan bağımsız kalmaktadır (Şekil 3.4a). Eğer kuvvet A1 den  
A2 ye gittiğinde kapalı bir yörünge çiziyorsa (A1 ile A2 üst üste düşer) işin sıfır ettiği 
görülür (Şekil 3.4b). Böylesi bir φ  fonksiyonunun gradyeni olarak yazılabilen kuvvete de 
konservatif kuvvet denmektedir. Bu durumda φ−=pE  olarak tanımlanan ifadeye  
potansiyel enerji fonksiyonu adı verilir.  
 

    
       (a)      (b) 

Şekil 3.4 
 

3.5. İş ve Enerji İlkesi 
 
Konservatif olan ve olmayan kuvvetlerin bir arada bulunması durumunda (3.5) ifadesi elde 
edilmişti. (3.5) ifadesinin sol tarafındaki iş terimi 
 

  ko WWW )()( 212121 −−→ +=    (3.8) 
 
şeklinde iki kısma ayrılsın. Burada kW )( 21→  konservatif kuvvetlerin işi olduğuna göre 

oW )( 21→  konservatif olmayan kuvvetlerin işi olur. Konservatif olmayan kuvvetlerin işi 
maddesel noktanın aldığı yola bağımlı kalmaktadır. Böylesi kuvvetlere örnek olarak 
sürtünme kuvveti verilebilir.  (3.5) ifadesi, (3.8) kullanılarak 
 

12212121 )()( kkko EEWWW −=+= →→→  
 
şeklinde yeniden yazılabilir. (W1-2)k yerine (3.8) ifadesinde görülen potansiyel enerji 
cinsinden eşiti yazılırsa 
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 121221122121 )()( kkppokkppo EEEEWEEEEW −+−=→−=−+ −−  (3.9) 

 
olur. 1212 , kkkppp EEEEEE −=∆−=∆  alınarak, (3.9) daki iş ifadesi 
 

kpo EEW ∆+∆=→ )( 21     (3.10) 
 
 

olarak son halini almış olur. Bu ifade, konservatif olmayan kuvvetlerin yaptığı işin, toplam 
potansiyel enerjideki değişim ile toplam kinetik enerjideki değişimin toplamına eşit 
olduğunu göstermektedir. 
 
3.6. Bazı Kuvvetler İçin Potansiyel Enerji İfadeleri 
 
Sabit kuvvet: Sabit bir kuvvet kcjbiaF ++=∇= φ  olarak verildiğine göre Ep 
potansiyel enerji fonksiyonunu bulalım:  
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olarak alınır.  (3.11) eşitliklerinden birincisinin x  e göre integrasyonundan  
 

1caxdxa +∫ ==φ     (3.12) 
 
olur. (3.12) deki c1 , içerisinde y ve z değişkenlerini kapsamaktadır. Bu sebeple, (3.12) nin 
y değişkenine göre türevi 

y
cc yy ∂

∂
== 1

1φ     (3.13) 

 
olmaktadır. (3.13) ifadesiyle (3.11) eşitliklerinden ikincisi karşılaştırılırsa 
 

bc yy == 1φ      (3.14) 
 

olduğu görülür.  (3.14) ifadesinin y  değişkenine göre integrasyonundan bu kez 
 

21 cbyc +=      (3.15) 
 

olur. (3.15) in z ye göre türevi (3.11) in üçüncü eşitliğiyle karşılaştırılırsa 
 

 cc zz == 2φ     (3.16) 
 

bulunur. (3.16) nın z değişkenine göre integrasyonu ile 
 

 32 cczc +=      (3.17) 
 
elde edilir ve (3.12), (3.15) ve (3.17) den 
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 3cczbyax +++=φ     (3.18) 

 
şeklinde iş fonksiyonu bulunur. İşlemlerde φ∆  kullanıldığından c3   sabitinin her hangi bir 
değer alması sonuçları etkilemez. Bu sebeple c3 = 0 alınır. Enerji fonksiyonu (3.18) ve 

φ−=pE  den 
 czbyaxE p −−−=     (3.19) 

olarak  elde edilir. 
Yerçekimi kuvveti:  Şekil 3.5 de verilen eksen takımı için kmgF −=  olmaktadır. 
Böylesi bir kuvvetin potansiyel enerji fonksiyonu sabit kuvvet için izlenen işlem aşamaları 
tekrarlanarak elde edilir. Bu aşamalar aşağıda verilmiştir: 

 

Şekil 3.5 
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(3.20) de görüldüğü gibi 
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(3.21) in ikinci eşitliğinden 

 
∫ +−=−= cmgzdzmgφ     (3.22) 

 
olur ve (3.22) ve , φ−=pE  den 
 

mgzEccmgzE pp =→=−=−= 0φ    (3.23) 
 

olarak yerçekimi kuvveti için potansiyel enerji fonksiyonu bulunur. 
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Yay kuvveti :  Yay  kuvveti durumunda, şekil 3.6 da seçilen eksen takımı için, yayın x 
ekseninin artı yönünde x kadar çekilmesi durumunda, yayın maddesel noktaya etki ettirdiği 
kuvvet ixkF −=  olmaktadır. Bu kuvvet, bir φ  skaler fonksiyonunun gradyeni olarak 
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şeklinde ifade edilir.  Daha önceki işlemler tekrarlanırsa 
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φφφ     (3.24) 

olur ve buradan 

ckx +=−= 2

2
1φ     (3.25) 

 
elde edilir. Potansiyel enerji fonksiyonu ise (3.25) ve φ−=pE  den 
 

22

2
10,

2
1 kxEcckxE pp =→=−=    (3.26) 

 
şeklinde bulunur. Yay için elde edilen bu ifade, yayın uzaması boy değiştirmemiş 
konumdan ölçüldüğü sürece geçerlidir. Yani şekil 3.6 da x1 den x2 ye gidilmesi 
durumundaki potansiyel   
 

  )(
2
1 2

1
2
2 xxkE p −=  

 

olup, bu ifadede )( 2
1

2
2 xx −  yerine 2

12 )( xx −  kullanılamaz. 

 
a)     b) 

Şekil 3.6 
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3.7. Maddesel Noktalar Sistemi 
 
Bir problemde çok sayıda maddesel nokta varsa, her maddesel nokta ayrı ayrı göz önüne alınabilir ve iş ve 

enerji ilkesi her bir maddesel noktaya uygulanabilir. Bütün maddesel noktaların kinetik enerjilerini toplamak 

ve probleme giren bütün kuvvetlerin işlerini göz önüne almak suretiyle, iş ve enerji denklemini sistemin tümü 

için de yazabiliriz: 

 
pko EEW ∆+∆=→ )( 21     (3.27) 

 
Burada kE∆  sistemi meydana getiren maddesel noktaların, kinetik enerji değişimlerinin 
aritmetik toplamını, pE∆  potansiyel enerji değişimlerinin aritmetik toplamını, oW )( 21→  ise 
tüm maddesel noktalara etkiyen konservatif olmayan kuvvetlerin 1 noktasından 2 
noktasına gidene kadar yaptıkları işlerin aritmetik toplamını göstermektedir. 
 
İş ve enerji yöntemi özellikle, uzamayan ipler veya zincirlerle birbirine bağlanmış 
cisimlerden oluşan sistemlerle ilgili problemlerin çözümünde elverişlidir. Böyle 
durumlarda, iç kuvvetler eşit ve ters yönde olmak üzere çift sayıda ortaya çıkar ve bu çift 
kuvvetlerin uygulama noktaları eşit uzaklıklarda yol gider. Bunun sonucu olarak iç 
kuvvetlerin işi sıfır olur ve oW )( 21→  yine sadece konservatif olmayan dış kuvvetlerin 
toplam işi olarak kalır. 
 
Ağırlık merkezinden geçen bir karşılaştırma takımı kullanılması: Pek çok sayıda 
maddesel noktadan oluşan bir sistemin (bir rijit cisim halinde olduğu gibi) kinetik 
enerjisini hesaplarken çoğu zaman, sistemin G  kütle merkezinin hareketi ile sistemin G  ye 
bağlanmış hareketli bir karşılaştırma takımına göre bağıl hareketini ayrı ayrı incelemek 
daha uygun olur. 

 

Şekil 3.7 
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Sistemin bir maddesel noktası P, bunu Oxyz Newton karşılaştırma takımına göre bağıl hızı 
v , Oxyz ye göre ötelenme yapan zyxG ′′′  hareketli takımına göre bağıl hızı ise v ′  olsun 
(Şekil 3.7). G kütle merkezinin Oxyz Newton takımına göre bağıl hızını v  ile gösterirsek, 
Kısım 1.12? ye göre 
 

vvv ′+=      (3.28) 
 

yazılır. v2 nin vv ⋅  skaler çarpımına eşit olduğunu dikkate alarak, sistemin Oxyz  Newton 
takımına göre Ek  kinetik enerjisini şöyle ifade ederiz: 
 

∑ ⋅∑ == )(
2
1

2
1 2 vvmvmEk    (3.29) 

 
v  yerine (3.28) deki değerini koyarak 
 

[ ] ∑ ∑ ′+′⋅∑ +=∑ ′+⋅′+= 22
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1 vmvmvvmvvvvmEk  (3.30) 

 
Kısım 2.5 deki (2.11) bağıntısını göz önüne alırsak 
 

∑ =∑ ′=′ 0)( vmvm     (3.31) 
 
olduğunu görürüz, çünkü G nin zyxG ′′′  takımına göre bağıl hızını gösteren v ′  nün sıfır 
olacağı açıktır. Şu halde 
 

 ∑ ∑ ′+= 22

2
1)(

2
1 vmvmEk    (3.32) 

 
Bu denklem şunu göstermektedir: Maddesel noktalar sisteminin Ek  kinetik enerjisi, G 
kütle merkezinin (kütlenin tümü G de toplanmış gibi farzederek) kinetik enerjisi ile, 
sistemin zyxG ′′′  takımına göre hareketindeki kinetik enerjisini toplayarak elde edilebilir. 
 
3.8. İş ve Enerji İlkesinin Uygulamaları 
 
 İş ve enerji ilkesinin uygulanması, kuvvetler, yer değiştirmeler ve hızlarla ilgili pek 
çok problemin çözümünü büyük ölçüde basitleştirir. Örneğin, W ağırlığında bir top ile l 
boyunda bir ipten oluşan bir sarkacı göz önüne alalım (Şekil 3.8a). Sarkaç ilk hızı sıfır 
olmak üzere, OA1  yatay konumundan bırakılmış olsun ve düşey düzlemde salınım yapsın. 
Topun tam O nun altında bulunan A2 noktasından geçtiği andaki hızını bulmak isteyelim. 
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   (a)     (b)    (c) 

Şekil 3.8 
 
Önce topa etkiyen kuvvetlerin A1 den A2 ye kadar yer değiştirme sırasında yaptıkları işi 
bulalım. Topun serbest cisim diyagramını çizelim, topa gelen gerçek kuvvetlerin tümünü, 
yani W  ağırlığını ve ipten gelen P  kuvvetini gösterelim (Şekil 3.8b). Atalet vektörü 
gerçek kuvvet olmadığından serbest cisim diyagramında gösterilmemelidir. P  kuvveti iş 
yapmaz, çünkü yörüngeye diktir; o halde W  ağırlığının potansiyel enerjisindeki değişim, 
düşey yer değiştirme l  olduğuna göre (3.23)  den, 
 

lWE p −=∆   
 
olur. Maddesel noktanın kinetik enerjisindeki değişim ise (3.4) ve (3.5) den 
 

)0(
2
1 2

2 −=∆ vmEk  

 
dır. Konservatif olmayan kuvvetler bulunmadığına göre, 
 

lWvmEEW pko −=→∆+∆=→
2
221 2

10)(  

 
Buradan lgv 22 =  olarak elde edilir. Bulunan hızın l  yüksekliğinden serbest düşen bir 
cismin hızı ile aynı olduğuna dikkat ediniz. 
 
Göz önüne alınan örnek, iş ve enerji ilkesinin aşağıdaki üstünlüklerini ortaya koymaktadır: 
 
1. A2 deki hızı bulmak için, arada bir A noktasındaki ivmeyi bulup elde edilen bu ifadeyi  

A1  den A2 ye kadar integre etmeye ihtiyaç yoktur. 
2. Hesaba giren bütün büyüklükler skalerdir, x ve y  bileşenlerini kullanmadan doğrudan 

doğruya toplanabilir. 
3. İş yapmayan kuvvetler, problemin çözümünde hesaba katılmamaktadır. 
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Ancak, bir problemde üstün olan bir şey ötekinde sakınca olabilir. Örneğin iş ve enerji 
ilkesinin de, doğrudan doğruya ivmenin bulunmasında kullanılamayacağı açıktır. Ayrıca 
yörüngeye normal kuvvetler iş yapmadıklarından, bunların belirtilmesi için bu ilkeye ek 
olarak Newton’ un ikinci kanununun doğrudan doğruya uygulanması gerektiğine dikkat 
edilmelidir. Örneğin şekil 3.8a daki sarkaçta, top A2 den geçerken ipteki gerilmeyi bulmak 
istediğimizi farzedelim (Şekil 3.8c) ve Newton’ un ikinci kanununu teğetsel ve normal 
bileşenler cinsinden yazalım. ∑ = tt amF denklemi at=0 verir, ∑ = nn amF  den ise 
 

l
v

g
WWa

g
WWP n

2
+=+=  

 
elde edilir. Oysa A2 deki hız daha önce iş ve enerji yöntemi yardımıyla bulunmuştu. 

lgv 22 =  koyarak sonucu elde ederiz: 
 

W
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4.MADDESEL NOKTALARIN KİNETİĞİ:İMPULS VE  MOMENTUM 
 

4.1. İmpuls ve Momentum İlkesi 
 
Bu bölümde maddesel noktanın hareketi ile ilgili problemlerin çözümü için üçüncü bir ana 
yöntem göz önüne alınacaktır. Bu yöntem impuls ve momentum ilkesine dayanır ve 
kuvvet, kütle, hız ve zamanla ilgili problemler için özellikle elverişlidir. 
 
Bir F  kuvvetinin etkisinde bulunan bir m maddesel noktası göz önüne alalım. Newton’ un 
ikinci kanunu olan amF =  da dtvda /=  koyarsak 
 

dt
vdmF =  

 
yazar, veya m kütlesi sabit olduğundan 
 

)( vm
dt
dF =     (4.1) 

 
elde ederiz. vm  vektörüne, maddesel noktanın doğrusal momentumu veya momentumu 
denir. Bu, maddesel noktanın hızı ile aynı doğrultudadır ve şiddeti Nsan ile ölçülür. (4.1) 
denklemi, maddesel noktaya etkiyen F  kuvvetinin, maddesel noktanın 
momentumundaki değişim hızına eşit olduğunu ifade etmektedir. Bu şekil, ikinci 
kanunun Newton tarafından ilk ifade edildiği şekildir. 
 
(4.1) denkleminin her iki tarafını dt ile çarpar ve t1  zamanından t2 zamanına kadar integre 
edersek 

2
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2 1( )
t

t

F dt d mv F dt mv mv= → = −∫  

veya son terimi sola geçirerek 
2

1

1 2

t

t

mv F dt mv+ =∫     (4.2) 

 
elde ederiz. (4.2) denklemindeki integrale, F  kuvvetinin, göz önüne alınan zaman 
aralığındaki doğrusal impulsu veya sadece impulsu adı verilir. Bu denklem, Şekil 4.1 deki 
gösterimle de ifade edilebilir. F  yi dik bileşenlere ayırarak 
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yazılır. Kinetik enerji, potansiyel enerji ve iş skaler büyüklükler olduğu halde, momentum 
ve impulsun vektörel büyüklükler olduğuna dikkat edilmelidir. Şu halde analitik çözüm 
elde etmek için, 
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Şekil 4.1 

 
(4.2) denklemi yerine eşdeğer bileşen denklemlerini koymak gerekeceği açıktır : 
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   (4.4) 

 
Maddesel noktaya birden fazla kuvvet etkiyorsa, her bir kuvvetin impulsu göz önüne 
alınmalıdır. O zaman 
 

∑ =+ → 2211 vmİmpvm     (4.5) 
 
olur. Bu denklem de yine, vektörel büyüklükler arasında bir bağıntı göstermektedir; 
problemin gerçek çözümünde ise, vektörel denklem yerine karşıt bileşen denklemlerini 
koymak gerekir. 
 
4.2. Maddesel Noktalar Sistemi 
 
Bir problemde birden fazla maddesel noktanın hareketi söz konusu oluyorsa, maddesel 
noktalar ayrı ayrı göz önüne alınmalı ve her bir maddesel nokta için (4.5) denklemi 
yazılmalıdır. Bütün maddesel noktaların momentumları ve ilgili kuvvetlerin impulslarını 
vektörel olarak toplamak da mümkündür. O zaman 
 

1 1 2 2mv İmp mv→+ =∑ ∑ ∑    (4.6) 
 
yazılır. Oysa iç kuvvetler birbirine eşit ve zıt yönde, aynı tesir çizgisi üzerinde bulunan 
ikişer kuvvet olarak meydana geldiklerinden, bunların toplamı sıfır eder ve sadece dış 
kuvvetlerin impulslarını göz önüne almak yeterli olur. Şu halde 
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∑ ∑ ∫ ∑=+
2

1

21

t

t
ışd vmdtFvm    (4.7) 

olur. 
 
Maddesel noktalar sisteminin G kütle merkezi göz önüne alınırsa (4.7) denklemi değişik 
bir şekilde yazılabilir. G nin hızı v  olmak üzere 
 

∑ ∑= vmvm )(     (4.8) 
 
yazabiliriz. Bunu (4.7) de yerine koyarak 
 

∑ ∑ ∑=+ − 2211 )()( vmİmpışDvm    (4.9) 
 
elde ederiz. (4.9) denkleminin, bütün dış kuvvetlerin, kütlesi ∑ m  olan bir tek maddesel 
noktaya etkimesi halinde elde edilecek denklemle özdeş olduğuna dikkat etmelidir. 
Böylece, bir maddesel noktalar sisteminin kütle merkezinin, sistemin bütün kütlesi ve dış 
kuvvetlerin hepsi bu noktaya etkiyormuş gibi hareket ettiğini sağlamış oluyoruz. Bununla 
birlikte (4.8) ve (4.9) denklemlerinin, göz önüne alınan impulsların ve momentumların 
momentleri arasında bir bağıntı göstermediğini hatırdan çıkarmamalıdır. Şu halde, (4.8) 
denklemi, maddesel noktalar sisteminin momentumlarının, G kütle merkezine uygulanmış 
bir ∑ vm)(  vektörüne eşdeğer olduğunu ifade etmez. Gerçekten daha sonra göreceğimiz 
üzere, bir sistemin maddesel noktalarının momentumlarının bileşkesi, genellikle sistemin 
kütle merkezinden geçmez. 
 
4.3. İmpulsif Kuvvetler 
 
Bazı problemlerde maddesel noktaya çok kısa bir süre içinde çok büyük bir kuvvet 
etkiyebilir ve momentumda belirli bir değişme meydana getirir. Böyle bir kuvvete impulsif 
kuvvet adı verilir. Örneğin bir beyzbol topuna vurulunca sopa ile top arasındaki değme, 
çok kısa bir t∆  süresince devam eder. Fakat sopanın topa uyguladığı ortalama F  kuvveti 
çok büyüktür ve bunun sonucu, ortaya çıkan tF ∆  impulsu topun hareket yönünü 
değiştirecek kadar büyük olur (Şekil 4.2). 

 

Şekil 4.2 
 

Bir maddesel noktaya impulsif kuvvetler etkirse (4.6) denklemi 
 

∑ =∆+ 21 vmtFvm     (4.10) 
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haline gelir. İmpulsif olmayan her hangi bir kuvvet ihmal edilebilir, çünkü bu kuvvete ait  
tF ∆  impulsu çok küçüktür. İmpulsif olmayan kuvvetler, cismin ağırlığı, bir yayın hasıl 

ettiği kuvvet veya impulsif kuvvete göre çok küçük olduğu bilinen herhangi kuvvetlerdir. 
Bilinmeyen reaksiyon kuvvetleri impulsif olabilir veya olmayabilir; bunların ihmal 
edilebilir olduğu gösterilmedikçe (4.10) denklemine katılmaları gerekir. Örneğin yukarıda 
göz önüne alınan beyzbol topunun ağırlığının impulsu ihmal edilebilir. Sopanın hareketi 
inceleniyorsa, sopanın ağırlığının impulsu da ihmal edilebilir. Topu çelenin eline gelen 
sopa reaksiyonunun impulsu ise işe katılmalıdır. Topa yanlış vurulursa bu impulslar ihmal 
edilemez. 

 
4.4. Momentumun Korunumu 

 
Kısım 4.2 de görüldü ki, bir maddesel noktalar sistemi çeşitli kuvvetler etkisi altında hareket ediyorsa, 
maddesel noktaların ilk momentumları, son momentumları ve dış kuvvetlerin impulsları arasında şu 
bağıntı sağlanmaktadır : 

 
∑ ∑ ∑=+ → 2211 vmİmpışDvm    (4.6) 

 
Şimdi dış kuvvetlerin impulslarının sıfır olduğu hali göz önüne alalım. O zaman (4.9) 
denklemi kısalarak  

 
∑ ∑= 21 vmvm     (4.11) 

 
haline gelir. Şu halde, bir maddesel noktalar sistemine etkiyen dış kuvvetlerin impulsları 
toplamı sıfır ise, sistemin toplam momentumu sabit kalır.  

 
Yine, sistemin G kütle merkezini işin içine sokar ve (4.8) bağıntısını kullanırsak (4.11) 
denklemi 

1 2v v=     (4.12) 
 

haline gelir. Şu halde, bir maddesel noktalar sistemine etkiyen dış kuvvetlerin impulsları 
toplamı sıfır ise sistemin kütle merkezi sabit hızla hareket eder.  

 
Momentumun korunumunda iki farklı hale sık sık rastlanır : 

 
1. Sisteme etkiyen dış kuvvetler göz önüne alınan süre içerisinde birbirini 
dengelemektedir. Zaman aralığı ne kadar uzun olursa olsun ∑ =− 021İmpışD  olur ve 
(4.11) formülü uygulanır. Örneğin, kütleleri mA ve mB olan, başlangıçta hareketsiz duran 
iki kayık birbirine doğru çekilmekte olsun (Şekil 4.3).  Suyun direnci ihmal edilirse, 
kayıklara etkiyen dış kuvvetler sadece kendi ağırlıkları ve suyun kaldırma kuvvetleridir. 
Bu kuvvetler birbirlerini dengelediklerinden  
 

BBAA vmvm
vmvm

′+′=
∑ ∑=
0

21  
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olur; burada BA vvev ′′ , kayıkların sonlu bir zaman aralığı sonundaki hızlarını 
göstermektedir. Elde edilen denklem, kayıkların zıt yönlerde (birbirlerine doğru) 
kütleleriyle ters orantılı hızlarda hareket ettiklerini göstermektedir. Ayrıca başlangıçta 
hareketsiz olan iki kayığın kütle merkezinin aynı yerde kaldığına işaret edelim.  

 

 
 

Şekil 4.3 
 
2. Göz önüne alınan zaman aralığı çok kısadır ve bütün dış kuvvetler impulsif olmayan 
tiptendir. Yine, ∑ =→ 021İmpışD   olur ve (4.11) denklemi uygulanır. Örneğin, kütlesi Am  
olan bir mermi Av  ilk hızı ile, kütlesi Bm  olan ve uzamayan bir ipin ucuna asılmış 
hareketsiz bir tahta  küreye atılmış olsun (Şekil 4.4). Mermi küreye girer ve ona bir v ′  hızı 
verir; bu hızı bulmak isteyelim. Küreye vurulunca ipteki kuvvet sıfır olur ve küre ile 
merminin beraber ağırlığı dengelenmemiş kalır. Fakat zaman çok kısa olduğundan, 
ağırlığın impulsu ihmal edilebilir. Böylece 

 
∑ ∑= 21 vmvm  
 

vmmvm BAAA ′+=+ )(0  
 

yazılır. Elde edilen denklemden v ′  çözülebilir; v′  hızının Av  ile aynı doğrultuda olduğunu 
görmekteyiz. 
 

 
Şekil 4.4 

 
Şimdi mermi ile küreye aşağı doğru ateş edildiği hali göz önüne alalım (Şekil 4.5). İp 
uzamayacağı için, kürenin aşağı doğru her hangi bir hareketine engel olacak ve ona bir P  
reaksiyonu gösterecektir. Bu reaksiyon belirsizdir ve bu sebepten aksi kanıtlanmadıkça 
impulsif kabul edilmek zorundadır. (4.9) genel denklemini yatay ve düşey bileşenleri 
cinsinden yazıp, yine ağırlığın impulsunun ihmal edilebileceğine dikkat edersek 
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∑ ∑ ∑=+ → 2211 vmİmpışDvm  
 

0sin
)(0cos

=∆+−

′+=+
tPvm

vmmvm

AA

BAAA

α
α

 

 
elde ederiz. İlk denklem, momentumun x bileşeninin korunduğunu ifade eder; bu, v′ nün 
hesabında kullanılabilir. İkinci denklem, doğrusal momentumun y bileşeninin 
korunmadığını gösterir; bu denklem, ipin uyguladığı kuvvetin impulsunun tP ∆  şiddetini 
belirtmekte kullanılabilir. Şu halde göz önüne alınan sistemde momentum korunmaz ve 
(4.11) denklemi sadece x doğrultusu için sağlanır. 
 

 
Şekil 4.5 

 
4.5. Çarpışma 

 
İki maddesel noktanın çok kısa bir süre içinde birbirine dokunup, bu anda karşılıklı olarak 
birbirlerine oldukça büyük kuvvetler uygulamalarına çarpışma denir. Çarpışma 
süresindeki dokunma yüzeylerinin ortak normaline çarpışma doğrusu adı verilir. Çarpışan 
cisimlerin kütle merkezleri bu normal üzerinde ise, çarpışmaya merkezsel çarpışma denir. 
Aksi halde çarpışma, merkezsel olmayan çarpışma adını alır. Şimdiki incelememizi iki 
cismin merkezsel çarpışmasına ayıracak ve iki rijit cismin, merkezsel olmayan 
çarpışmasının çözümlenmesini sonraya bırakacağız. 

 
İki cismin hızı, çarpışma doğrusu üzerinde ise çarpışmaya doğru çarpışma denir. (Şekil 
4.6a). Öte yandan cisimlerden biri veya her ikisi çarpışma doğrusundan farklı bir doğru 
üzerinde hareket ediyorsa, çarpışmaya eğik çarpışma denir. (Şekil 4.6b). 
 

         
(a)Doğru merkezsel çarpışma (b)Eğik merkezsel çarpışma c) Merkezsel olmayan çarpışma 

Şekil 4.6 
 



 57

4.6. Doğru Merkezsel Çarpışma 
 

Kütleleri mA  ve mB olan A ve B cisimlerini göz önüne alalım; bunlar aynı doğru üzerinde 
ve sağa doğru bilinen BA vvev  hızları ile hareket etmekte olsunlar (Şekil 4.7a). BA vv ,  den 
büyükse A cismi B ye çarpacaktır. Çarpışma sonucu iki cisim şekil değiştirecekler ve şekil 
değiştirme süresi sonunda aynı u  hızını kazanacaklardır (Şekil 4.7b). Sonra bir geri dönüş 
süresi ortaya çıkacak, bu sürenin sonunda, çarpışma kuvvetleri ve malzemenin cinsine 
göre, iki cisim ya ilk şekillerini yeniden kazanacaklar veya artık şekillerini değiştirmiş 
olarak kalacaklardır. Bizim şimdiki amacımız, geri dönüş süresi sonunda cisimlerin 

BA vvev ′′  hızlarını belirtmektir (Şekil 4.7c). 
 

                  
(a) Çarpışmadan önce    (b) Maksimum şekil değiştirme (c) Çarpışmadan sonra 
            konumunda 
 

Şekil 4.7 
 

Önce iki cisimden oluşan bu sistemi bir bütün olarak göz önüne alırsak çarpışma 
sırasındaki impulsif kuvvetlerin, sadece iç kuvvetler olduğunu görürüz. Şu halde sistemin 
momentumu korunmaktadır ve 

 
BBAABBAA vmvmvmvm ′+′=+  

 
yazılabilir. Bütün hızlar aynı eksen doğrultusunda olduğundan, elde edilen bu denklem 
yerine sadece skaler bileşenleri içine alan şu denklemi koyabiliriz : 

 
  BBAABBAA vmvmvmvm ′+′=+    (4.13) 

 
Skaler büyüklükler olan BABA vvevvv ′′,,  nün pozitif olması, ilgili vektörün sağa doğru 
yönlenmiş olduğu anlamına gelecektir; negatif değer ise ilgili vektörün sola doğru 
yönlenmiş olduğunu gösterecektir. 

 
BA vvev ′′  hızlarını elde etmek için BA vvev ′′  skalerleri arasında bir bağıntı daha bulmak 

gereklidir. Bu amaçla şimdi, A cisminin şekil değiştirme süresindeki hareketini göz önüne 
alıp impuls ve momentum ilkesini uygulayacağız. Bu süre içinde A ya etkiyen impulsif 
kuvvet sadece B den gelen P  kuvveti olduğu için (Şekil 4.8a), yine skaler bileşenleri 
kullanarak 

 
∫ =− umPdtvm AAA     (4.14) 

 
elde ederiz; buradaki integral şekil değiştirme süresi içinde alınacaktır. Şimdi A nın geri 
dönüş süresindeki hareketini göz önüne alıp bu sürede B  nin A ya uyguladığı kuvveti R  
ile gösterirsek (Şekil 4.8b) 
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∫ ′=− AAA vmRdtum     (4.15) 

 
yazabiliriz; bu defaki integral geri dönüş süresince alınacaktır. 
 

 
 
               (a) Şekil değiştirme süresi 

 

 
 
            (b) Geri dönüş süresi 
 

Şekil 4.8 
 

Genel olarak geri dönüş süresinde etkiyen R  kuvveti, şekil değiştirme süresinde etkiyen 
P  kuvvetinden farklıdır ve ∫ dtR  impulsunun şiddeti P  nin impulsu olan ∫ dtP  nin 
şiddetinden küçüktür. Geri dönüş ve şekil değiştirme sürelerine ait impulsların oranına 
çarpışma katsayısı denir ve e ile gösterilir : 

 

 
∫
∫=

dtP
dtR

e      (4.16) 

 
e katsayısının değeri daima 0 ile 1 arasındadır ve daha çok, çarpışan cisimlerin yapıldığı 
malzemeye bağlıdır. Bununla birlikte, bu katsayı, çarpışma hızı ve çarpışan cisimlerin şekil 
ve boyutları ile de büyük ölçüde değişir. 

 
(4.14) ve (4.15) denklemlerinden impulsları çözüp (4.16) da yerine koyarsak 

 

uv
vue

A

A

−
′−

=      (4.17) 

 
elde edilir. B için de benzer bir hesap sonucunda 

 

B

B
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=      (4.18) 
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elde edilir. (4.17) ve (4.18) deki oranlar birbirine eşit olduğundan bunlar, pay ve 
paydalarının toplamı ile elde edilen orana da eşit olurlar. O halde 
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BA

vv
vv
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uvvue
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ve 
)( BAAB vvevv −=′−′     (4.19) 

 
elde edilir. AB vv ′−′  iki cismin çarpıştıktan sonraki, )( BA vv −  ise çarpışmadan önceki 
bağıl hızlarını gösterdiğine göre (4.19) formülü, iki cismin çarpıştıktan sonraki bağıl 
hızlarının, çarpışmadan önceki bağıl hızları ile çarpışma katsayısının çarpılmasından 
elde edildiğini ifade etmektedir. Bu özellik, verilen iki malzemenin çarpışma katsayılarının 
deneysel olarak belirtilmesinde kullanılır.  

 
İki cismin çarpıştıktan sonraki hızları artık (4.13) ve (4.19) denklemlerinden BA vvev ′′  nün 
çözülmesiyle, yani momentumun korunum ilkesi ve çarpışma katsayısı kavramı yardımı ile 
elde edilir. Şunu hatırlatalım ki, (4.13) ve (4.19) denklemlerinin çıkartılmasında, B 
cisminin A nın sağında olduğu ve ilk anda her ikisinin de sağa doğru hareket ettiği 
farzedilmişti. Eğer başlangıçta B cismi sola doğru hareket ediyorsa, vB  skaleri negatif 
olarak alınmalıdır. Aynı işaret kabulü, çarpıştıktan sonraki hızlar için de yürürlüktedir: Av′  
nün pozitif olması, A nın çarpıştıktan sonra sağa doğru hareket ettiğini, negatif olması ise 
sola doğru hareket ettiğini gösterir. 

 
İki özel hal, üzerinde durulacak kadar ilgi çekicidir: 
 
1. e = 0, tam plastik çarpışma. e  = 0 olursa, (4.19) denkleminde AB vv ′=′  olur. Geri dönüş 
süresi ortadan kalkar ve iki cisim çarpıştıktan sonra birbirine bitişik kalır. Sistemin 
momentumunun korunduğunu ifade eden (4.13) denkleminde vvv AB ′=′=′  koyarak 
 

vmmvmvm BABBAA ′+=+ )(    (4.20) 
 

elde ederiz. Buradan çarpıştıktan sonraki v′  ortak hızı çözülebilir. 
 

2. e = 1, tam elastik çarpışma. e = 1 olursa (4.19) denklemi 
 

BAAB vvvv −=′−′     (4.21) 
 
haline gelir; bu, çarpışmadan önce ve sonraki bağıl hızların eşit olduğunu ifade etmektedir. 
Her iki cismin şekil değiştirme ve geri dönüş sürelerinde kazandıkları impulslar birbirine 
eşittir. Cisimler çarpışmadan önce hangi bağıl hızla birbirlerine yaklaşıyorsa, çarptıktan 
sonra da aynı bağıl hızla birbirlerinden uzaklaşırlar. BA vvev ′′  hızları, (4.13) ve (4.21) 
denklemlerini çözerek elde edilebilir. 
 
Tam elastik çarpışma halinde sistemin momentumundan başka enerjisinin de 
korunduğuna dikkati çekmek yerinde olur. (4.13) ve (4.21) denklemleri şöyle yazılabilir: 
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)()( BBBAAA vvmvvm −′=′−  
 

 BBAA vvvv ′+=′+  
 
bu iki eşitlik taraf tarafa çarpılırsa 
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bulunur. Elde edilen denklemdeki terimleri düzenleyip ½  ile çarparak  
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BBAABBAA vmvmvmvm ′+′=+  

 
elde edilir ki bu, sistemin kinetik enerjisinin korunduğunu ifade eder. Ancak 
unutulmamalıdır ki, çarpışmanın genel halinde, yani e nin  1 e eşit olmadığı halde, 
sistemin mekanik enerjisi korunmaz. Bu, her hangi verilen halde, çarpışmadan önce ve 
sonraki kinetik enerjileri karşılaştırarak gösterilebilir. Kaybolan kinetik enerji kısmen ısıya 
dönüşür, kısmen de çarpışan cisimlerde elastik dalgalar doğurmaya harcanır. 
 
4.7. Eğik Merkezsel Çarpışma 
 
 Şimdi çarpışan cisimlerin hızlarının, çarpışma doğrultusunun üzerinde bulunmadığı 
hali göz önüne alalım (Şekil 4.9). Kısım 4.5 de işaret edildiği gibi bu halde çarpışmaya 
eğik denir. Cisimlerin çarpışmadan sonraki BA vvev ′′  hızları gerek şiddet, gerek doğrultu 
bakımından bilinmediği için, bunların belirtilmesi dört bağımsız denklem kullanılmasını 
gerektirecektir.  

 
Şekil 4.9 

 
x  eksenini çarpışma doğrultusunda, y eksenini ise değme yüzeylerinin ortak teğeti 
üzerinde seçelim. Cisimlerin tam cilalı ve sürtünmesiz olduğunu kabul edersek çarpışma 
sırasında cisimlere etkiyen impulsif kuvvetlerin,sadece x ekseni doğrultusundaki iç 
kuvvetler olduğunu görürüz. O halde şunları ifade edebiliriz: 
 
1. A cisminin momentumunun y bileşeni korunur. 
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2. B cisminin momentumunun y bileşeni korunur. 
3. Sistemin toplam momentumunun x bileşeni korunur. 
4. İki cismin çarpıştıktan sonraki bağıl hızlarının x bileşeni, çarpışmadan önceki bağıl 

hızlarının x bileşenlerini, çarpışma katsayısı ile çarparak elde edilir. 
 
Böylece dört bağımsız denklem elde edebiliriz; bunlardan A ve B  nin çarpıştıktan sonraki 
hızları çözülür.  

 
4.8.Enerji ve Momentumla İlgili Problemler 
 
Kinetik problemlerin çözümü için artık elimizde üç farklı yöntem bulunmaktadır: 
∑ = amF  temel denklemini uygulamak, iş ve enerji yöntemi, impuls ve momentum 
yöntemi. Bu üç yöntemden maksimum yarar sağlayabilmek için, verilen problemin 
çözümüne en iyi uyan yöntemi seçmeyi bilmeliyiz. Ayrıca, bir problemin çeşitli kısımları , 
değişik yöntemleri kullanmayı gerekli kılıyorsa bu yolu izlemeye de hazırlıklı olmalıyız. 

 
İş ve enerji yönteminin, bir çok durumlarda ∑ = amF  denkleminin doğrudan doğruya 
uygulanmasından daha çabuk sonuca götürdüğünü daha önce söylemiştik. Ancak kısım 3.8 
de işaret edildiği üzere, iş ve enerji yönteminin eksiklikleri vardı ve bu yöntemin bazen, 
∑ = amF  denklemini kullanarak tamamlanması gerekli oluyordu. Örneğin, ivmeyi veya 
normal reaksiyonları hesaplamak isteyince bu durum ortaya çıkıyordu. 

 
İmpulsif kuvvetlerin bulunmadığı problemlerde, impuls ve momentum yöntemini 
kullanmak genellikle büyük bir üstünlük sağlamaz. Normal olarak ∑ = amF  denklemi, 
aynı çabuklukla çözümü verir ve hele iş ve enerji yöntemi uygulanabiliyorsa çözüm, daha 
çabuk ve kolay olur. Bununla birlikte impuls ve momentum yöntemi, çarpışma 
problemlerinde izlenmesi mümkün tek yoldur. ∑ = amF  nın doğrudan doğruya 
uygulanmasına dayanan bir çözüm çok uzun olur, iş ve enerji yöntemi ise kullanılamaz, 
çünkü çarpışmada (tam elastik olmadıkça) mekanik enerjide kayıp vardır. 

 
Bir çok problemlerde, kısa bir çarpışma süresinde etkiyen impulsif kuvvetler dışında yalnız 
konservatif kuvvetler bulunur. Böyle problemlerin çözümü birkaç kısma ayrılabilir. 
Çarpışma süresi ile ilgili kısım impuls ve momentum yönteminin uygulanmasını ve 
çarpışma katsayısının kullanılmasını gerektirdiği halde, öteki kısımları iş ve enerji yöntemi 
yardımıyla çözülebilir. Bununla birlikte, eğer problemde bir normal kuvvetin hesabı 
isteniyorsa, ∑ = amF  denkleminin kullanılması gerekli olacaktır. 

 
Örnek olarak, ağırlığı AW  ve boyu l  olan bir A sarkacı göz önüne alalım (Şekil 4.10a); top 
A1 konumundan harekete bırakılmış olsun. Sarkaç, düşey düzlemde serbestçe salınım 
yapıyor ve ağırlığı BW  olan aynı l boyunda hareketsiz bir B sarkacına vuruyor. Çarpışma 
sonucu (çarpışma katsayısı e), B sarkacının salınım yaparak yükseldiği θ  açısının 
hesaplanması isteniyor. 
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(a)   (b)        (c)          (d) 

 
Şekil 4.10 

 
Problemin çözümü üç kısma bölünebilir: 

 
1. A sarkacı A1 den A2 ye gidiyor. Sarkacın A2 deki 2)( Av  hızını bulmakta enerjinin 

korunumu ilkesi uygulanabilir (Şekil 4.10b). 
2. A sarkacı B sarkacına çarpıyor. Momentumun korunumu ilkesini ve e çarpışma 

katsayısını kullanarak, iki sarkacın çarpıştıktan sonraki 33 )()( BA vvev  hızlarını 
buluruz (Şekil 4.10c). 

3. B sarkacı B3 den B4 e gidiyor. Enerjinin korunumu ilkesini uygulayarak B 
sarkacının ulaştığı maksimum y4 yüksekliğini hesaplarız (Şekil 4.10d). Ondan sonra 
θ açısı, trigonometri yardımıyla bulunabilir. 

 
Sarkaçların iplerindeki kuvvetlerin hesabı yapılacaksa şimdi anlatılan yöntemi, ∑ = amF  
yı kullanarak tamamlamanın gerekli olduğuna dikkati çekeriz. 

 
4.9.Bir Maddesel Noktanın Açısal Momentumu 
 
Bir Oxyz Newton karşılaştırma takımına göre harekette bulunan m kütleli bir P maddesel 
noktası göz önüne alalım.  Kısım 4.1 de gördüğümüz üzere, maddesel noktanın herhangi 
bir andaki momentumu, noktanın v  hızı ile m kütlesinin çarpımından elde edilen vm  
vektörü olarak tanımlanmaktadır. vm  vektörünün O ya göre momentine maddesel 
noktanın, o anda O ya göre, momentumunun momenti veya açısal momentumu adı verilir 
ve oh  ile gösterilir. Bir vektörün momentinin tanımını hatırlayarak ve P  nin yer vektörünü 
r  ile göstererek 

 
vmrho ×=      (4.22) 

 
yazarız ve oh  vektörünün, r  ile vm  nin bulunduğu düzleme dik olduğunu görürüz; şiddeti 
ise, r  ile vm  arasındaki açı φ  olmak üzere (Şekil 4.11) 

 
sinoh mv r= φ     (4.23) 

 



 63

olur. oh  nın yönü, vm  nin yönünden sağ el kuralını uygulayarak bulunabilir. 

 
Şekil 4.11 

 
vmver  vektörlerinin bileşenlerine ayrıldıktan sonra vektörel çarpımı 

 

zyx

o

mvmvmv
zyx
kji

h =     (4.24) 

 
(4.24) determinantına eşittir. (4.24) determinantı açılarak oh  ın bileşenleri elde edilebilir; 
bu bileşenler aynı zamanda vm  doğrusal momentumunun, koordinat eksenlerine göre 
momentlerini gösterir: 

 

)(

)(

)(

xyz

zxy

yzx

yvxvmh

xvzvmh

zvyvmh

−=

−=

−=

    (4.25) 

 
xy düzleminde hareket eden bir maddesel nokta için 0zz v= =  olur ve  ,  x yh h bileşenleri 
sıfır eder. Şu halde açısal momentum xy düzlemine dik olur; o zaman bunun değeri 

 
)( xyzo yvxvmhh −==    (4.26) 

 
şeklinde bir skalerle tam olarak tanımlanmış olur; işareti de maddesel noktanın hareketinin 
O dan görünüşüne göre pozitif veya negatif olur. 

 
Şimdi uzayda hareket eden bir maddesel noktanın oh  açısal momentumunun, t ye göre 
türevini hesaplayacağız. (4.22) nin iki tarafının türevini alarak ve vektörel çarpımın 
türevini almaya ait kuralı (kıs 1.2) hatırlayarak 

 



 64

amrvmv
dt

vdmrvm
dt

rd
dt
hd o ×+×=×+×=     

 
yazarız. vmvev  vektörleri aynı doğru üzerinde bulunduklarından elde edilen ifadenin ilk 
terimi sıfırdır; Newton’ un ikinci kanunu gereğince de am , maddesel noktaya etkiyen F  
kuvvetine eşittir. Böylece, sağ taraf F  nin O ya göre oM  momenti haline gelir: 

 

dt
hd

M o
o =      (4.27) 

 
(4.27) denklemi şunu ifade eder: Bir maddesel noktaya etkiyen F  kuvvetinin O ya göre 
momenti, maddesel noktanın O ya göre açısal momentumunun (momentumunun 
momentinin) değişim hızına eşittir. 

 
4.10. Bir Maddesel Noktalar Sisteminin Açısal Momentumu 
 
Bir maddesel noktalar sisteminin O ya göre oh  açısal momentumu, sistemin çeşitli 
maddesel noktalarının momentumlarının O ya göre momentlerinin toplamı olarak 
tanımlanır; o halde: 

 
∑ ×= )( vmrho     (4.28) 

 
(4.28) in her iki tarafının türevini alarak ve v  ile vm  nin aynı doğru üzerinde olduğunu 
düşünerek 

 

∑ ∑ ∑ ×=×+×

=∑ ∑ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×=

)()()( amramrvmv
dt
vdmrvm

dt
rd

dt
hd o

 

 
bulunur. Oysa Newton’ un ikinci kanununa göre amF =  dır; o halde elde edilen ifade, 
sistemin çeşitli maddesel noktalarına etkiyen kuvvetlerin O ya göre momentlerinin 
toplamını göstermektedir. İç kuvvetler, aynı tesir çizgisi üzerinde, eşit ve ters yönde ikişer 
kuvvet olarak ortaya çıktığından, bunların momentlerinin toplamı sıfır olur ve sadece dış 
kuvvetlerin momentlerinin toplamını göz önüne almamız yeterlidir. Şu halde: 

 

dt
hd

M o
ışdo =∑ )(     (4.29) 

 
O başlangıç noktası keyfi olarak seçilebileceği halde Oxyz takımının, bir Newton 
karşılaştırma takımı olduğuna dikkat edilmelidir. 

 
Kütle Merkezine Göre Açısal Momentum. Bazı uygulamalarda (örneğin, bir rijit cismin 
hareketinin çözümlenmesinde) sistemdeki bir maddesel noktanın hareketini, kütle 
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merkezinden geçen ve Oxyz Newton karşılaştırma takımına göre ötelenme yapan zyxG ′′′  
takımında (Şekil 4.12) göz önüne almak daha kolay olur. Böyle bir karşılaştırma takımı, 
genellikle bir Newton takımı olmadığı halde, Oxyz takımı yerine zyxG ′′′  takımını koyunca 
(4.29) bağıntısının yine sağlandığını göreceğiz. 
 
Hareketli zyxG ′′′  karşılaştırma takımına göre P  maddesel noktasının yer vektörünü r ′  ile, 
hızını v ′  ile gösterelim; maddesel noktalar sisteminin, G kütle merkezine göre Gh ′  açısal 
momentumunu şöyle tanımlarız: 

 
)(∑ ′×′=′ vmrhG     (4.30) 

 
Şimdi (4.30) un iki tarafının türevini alalım; bu işlem (4.28) de yapılana benzediğinden 
hemen 

 

)(∑ ′×′=
′

amr
dt
hd G     (4.31) 

 
yazabiliriz; burada P maddesel noktasının hareketli karşılaştırma takımına göre ivmesi a ′  
ile gösterilmektedir. Oxyz takımına göre P ve G nin bağıl ivmelerini sırasıyla avea  ile 
göstererek (4.31) de aaa −=′  koyarsak 

 

∑ ∑ ×′−×′=
′

armamr
dt
hd G )()(  

 
yazılır. Oysa (2.9) gereğince ∑ ′rm  toplamı ∑ ′rm)(  ye ve dolayısıyla sıfıra eşittir, çünkü 
G nin zyxG ′′′  takımına göre r ′  yer vektörünün sıfır olduğu açıktır. Öte yandan, P nin bir 
Newton takımına göre ivmesi a  ile gösterildiğinden am  yerine F  koyabiliriz; o halde 
elde edilen ifade, sistemin çeşitli maddesel noktalarına etkiyen kuvvetlerin G ye göre 
momentlerinin toplamına eşittir. İç kuvvetlerin birbirini götürdüğünü hatırlayarak 

 

∑
′

=
dt
hd

M G
ışdG )(     (4.32) 

 

 
Şekil 4.12 
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4.10. Genelleştirilmiş İmpuls ve Momentum İlkesi 
 
F  kuvvetinin belirli bir zaman aralığındaki doğrusal impulsunu Kısım 4.1 de 
tanımlamıştık. Şimdi bir F  kuvvetinin, t1 den t2  ye kadar olan bir zaman aralığında, O ya 
göre açısal impulsunu, F  kuvvetinin O ya göre momentinin t1, t2 aralığındaki integrali 
olarak tanımlayacağız: 

dtFrdtMİmpAç
t

t

t

t
o )(

2

1

2

1

21 ∫ ×=∫=→    (4.33) 

 
Biraz sonra göreceğimiz üzere bu yeni kavram bize, bir maddesel noktalar sistemi için 
daha genel bir impuls ve momentum ilkesi ifade etmek olanağını sağlayacaktır. 

 
Bir maddesel noktalar sistemi ve çeşitli maddesel noktalara etkiyen dış kuvvetleri göz 
önüne alalım. Üç ayrı şekil çizeceğiz (Şekil 4.13). Birinci ve üçüncü şekiller, sırasıyla 
maddesel noktaların t1 ve t2 zamanlarındaki momentumlarını gösterecektir. İkinci şekil, dış 
kuvvetlerin doğrusal impulslarının toplamını gösteren O ya bağlı bir vektör ile momenti, 
dış kuvvetlerin O ya göre açısal impulslarının toplamına eşit olan bir kuvvet çiftini 
gösterecektir. Kolaylığı sağlamak için Şekil 4.13 deki maddesel noktalar şekil düzleminde 
hareket ediyor farzedilmiş ise de yapacağımız inceleme, noktaların uzayda hareket etmesi 
halinde de geçerli olur. Kısım 4.2 deki (4.7) denklemini hatırlayarak 

 

 
       (a)               (b)     (c) 

 

Şekil 4.13 
 

∑ ∑ ∫ ∑=+
2

1

21

t

t
ışd vmdtFvm    (4.7) 

 
yazarız. Şimdi Kısım 4.10 da çıkarılmış olan (4.29) denklemine dönelim ve her iki tarafını 
t1 den t2 ye kadar olan zaman aralığı üzerinde integre edelim: 

 

∑ ∫ =+
2

1

21 )()()(
t

t
oışdoo hdtMh    (4.34) 
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(4.7) denklemi, Şekil 4.13 ün c kısmında gösterilen vektörlerin, a ve b kısmında gösterilen 
vektörlerin toplamına eşit olduğunu gösterir. (4.34) denklemi ise, benzer şekilde, Şekil 
4.13 ün a ve b kısmındaki vektörlerin O ya göre momentlerinin toplamının, c kısmındaki 
vektörlerin momentlerinin toplamına eşit olduğunu gösterir. O halde, (4.7) ve (4.34) 
denklemlerinin ikisi birlikte, şeklin a ile b kısımlarındaki vektörlerin c kısmındaki 
vektörlerle, eşdeğer bir vektör sistemi teşkil ettiklerini ifade eder: 

 

2211 SistMomentumışD =+ →SistİmpSistMomentum   (4.35) 
 

Bir maddesel noktalar sistemi için daha genel olan bu ilke, özellikle rijit cisimlerin 
düzlemsel hareketinin incelenmesinde çok yararlı olacaktır. Genel olarak, bu ilkenin ifade 
edilebilmesi için altı skaler denklem (üç izdüşüm denklemi ile üç moment denklemi) 
gerekli olduğuna dikkat edilmelidir. Bununla birlikte, maddesel noktalar sisteminin 
düzlemsel hareketi halinde, sadece üç denklem gerekli olur. Bunların ilk ikisi, Şekil 4.13 
de gösterilen vektörlerin x ve y bileşenlerini göz önüne alarak, üçüncüsü ise vektörlerin O 
ya göre momentlerini toplayarak elde edilir. 

 
4.12. Açısal Momentumun Korunumu 

 
Kısım 4.9 da gördük ki, bir maddesel noktanın bir O noktasına göre açısal momentumunun 
değişim hızı, maddesel noktaya etkiyen F  kuvvetinin O ya göre momenti oM  a eşittir. t  

nin her değeri için oM  sıfır ise (4.27) denklemi her t için  
 

0=
dt
hd o  

verir ve t ye göre integre edilerek 
 sabitho =     (4.36) 

 

elde edilir. O halde, bir maddesel noktaya etkiyen F  kuvvetinin O ya göre momenti, t nin 
her değeri için sıfır ise, maddesel noktanın O ya göre açısal momentumu korunur.  

 
Bir maddesel noktaya etkiyen kuvvetlerin bileşkesi sıfır olursa, o maddesel noktanın, sabit 
bir O noktasına göre açısal momentumunun korunduğu açıktır. Fakat dengede olmayan bir 
F  kuvvetinin etkisi altında bulunan bir maddesel noktanın açısal momentumu, F  
kuvvetinin, tesir çizgisi sabit bir  O noktasından geçen bir merkezsel kuvvet olması 
halinde de korunur (Şekil 4.14). 
 

 
Şekil 4.14 
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oh   açısal momentumunun (4.22) deki tanımını hatırlayarak, merkezsel bir kuvvetin 
etkisinde hareket eden bir maddesel nokta için şunu yazabiliriz: 

 
sabitvmrho =×=  

 
Bu bağıntıdan şu sonuç çıkar: Maddesel noktanın r  yer vektörü, sabit oh  vektörüne dik 

olmak zorundadır. O halde merkezsel bir kuvvet etkisinde olan bir maddesel nokta oh  a 

dik olan sabit bir düzlemde hareket eder. oh  vektörü ile bu sabit düzlem, maddesel 
noktanın başlangıçtaki or  yer vektörü ve başlangıçtaki ov  hızı yardımıyla tanımlanır. 
Kolaylığı sağlamak için, aşağıdaki çözümlemede şekil düzleminin sabit hareket düzlemi ile 
çakıştığını farz edeceğiz(Şekil 4.14).  

 
Yarıçap vektörü ile maddesel noktanın yörüngesinin teğeti arasındaki açıyı φ  ile 
göstererek, oh  açısal momentumunun şiddetinin sabit olduğunu yazalım: 

 
sabitmvrho == )sin( φ     (4.37) 

 
v sinφ  nin, hızın radyale dik θv  bileşenini gösterdiğine ve onun da dtrd /θ  ye eşit 
olduğuna (Kısım 1.6) dikkat ederek 

 

sabit
dt
dmrho ==
θ2     (4.38) 

 
yazabiliriz. (4.38) ve (2.19) denklemlerini karşılaştırarak 

 

  
dt
dAmmhho 2==  

 
olduğunu görürüz; buradaki h, kısım 2.6 da tanımlanan sabittir. dtdA /  ise maddesel 
noktanın alan hızıdır. O halde, bir maddesel noktanın düzlemde sabit alan hızı ile hareket 
ettiğini söylemek, maddesel noktanın açısal momentumunun korunduğunu söylemekle 
eşdeğerdir. 
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5.RİJİT CİSİMLERİN KİNEMATİĞİ 
 
Çok sayıda maddesel noktadan oluşan ve maddesel noktaların birbirlerine göre yerleri 
değişmeyen cisme rijit cisim denmektedir. Böylesi bir cisimde zaman yer, hız ve ivme 
arasındaki bağınılar araştırılacaktır. Aşağıda rijit cisimlerin hareketleri belli başlıklar 
altında incelenecektir. Bu incelemede, sabit bir eksen etrafında dönme hariç, tamamen rijit 
cisimlerin düzlemsel hareketleri incelenecektir. 
 
5.1.Ötelenme 
 
Cismin içinde bulunan herhangi bir doğru parçası hareket sırasında doğrultusunu koruyorsa 
cismin bu hareketine ötelenme denir. Bir ötelenmede cismi oluşturan bütün maddesel 
noktaların çizdiği  yörüngeler birbirine paralel olup, bu yörüngeler doğru ise doğrusal 
ötelenme, aksi halde eğrisel ötelenmeden bahsedilir (Şekil 5.1).  

   
 (a) Doğrusal ötelenme      (b) Eğrisel ötelenme 

Şekil 5.1 
 
Bir rijit cisim ötelenme hareketi yapıyorsa herhangi bir anda cismin bütün noktalarının 
hızları ve ivmeleri, cismin noktaları arasındaki göreceli yer değiştirmenin zamanla 
değişimi sıfır olduğundan, yani Şekil 5.2 de görülen ABr /  yer vektörü sabit kaldığından, 
aynı olur. Bu durumda cismin B noktası için konum, hız ve ivme 
 

 
Şekil 5.2 
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ABAB rrr /+=      (5.1) 
 

0+= AB vv      (5.2) 
 

0+= AB aa      (5.3) 
 

denklemleriyle belirlidir. 
 
5.2.Sabit Bir Eksen Etrafında Dönme 
 
Bu harekette rijit cismi oluşturan maddesel noktalar aynı bir sabit eksen merkez olmak 
üzere paralel düzlemlerde bulunan çemberler üzerinde hareket ederler (Şekil 5.3). 
 

 
     a)   b) 
Şekil 5.3     Şekil 5.4 

 
Dönme ekseni rijit cismi kesiyorsa, bu eksen üzerindeki noktalarda hız ve ivmeler sıfır 
olur. Böylesi bir harekette 
 

θφθ ∆=∆=∆ BPrs sin     (5.4) 
 
olmaktadır (Şekil 5.4).  İzleyen bağıntıdan  
 

φθθφ sinsin r
dt

dr
dt
dsv ===    (5.5) 

 
olduğu ve hızın Şekil 5.4 de gösterilen dönme için yönü ve yörüngeye teğet olduğu dikkate 
alınırsa, eşitliğin en sonundaki ifadenin 
 

 r
dt
rdv ×== ω     (5.6) 

 
vektörünün şiddeti olduğu görülür. ω  açısal hız olup şiddeti θ  ne eşittir. Bu vektörel 
çarpım hem şiddet, hem de yön açısından çizgisel hızı verir ki burada r×ω  vektörel 
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çarpımı sonucunda, rveω  nin oluşturduğu düzleme dik yönde bir vektör elde 
edilmektedir. İvme için, (5.6) bağıntısının zamana göre türevinden 
 

dt
rdr

dt
d

dt
vda ×+×== ωω     (5.7) 

 
ifadesi elde edilir. dtd /ω  açısal ivme olup α  şeklinde gösterilir ve (5.6) bağıntısı da 
kullanılırsa 
 

( )rra ××+×= ωωα     (5.8) 
 
şeklinde ivme ifadesi elde edilir.  
 

 
    Şekil 5.5        Şekil 5.6 
 

 
Şimdi xy karşılaştırma düzlemine göre simetrik ve düzgün kalınlıklı bir cisim alalım (Şekil 
5.5). Böylesi bir cisim ana levha olarak adlandırılmaktadır. xy  düzlemi içinde olan bir O 
noktasından geçen ve xy düzlemine dik bir eksen etrafında dönme olması durumunda, (5.6) 
denklemi ile verilen hız vektörünün şiddeti 
 

ωrv =      (5.9) 
 
olur. İvme vektörü olan (5.8) ise 
 

 rra 2ωα −×=     (5.10) 
 
şeklini alır. İvme teğetsel ve normal bileşenlere ayrılırsa (Şekil 5.6), 
 

22 ωω

αα

rara

rara

nn

tt

=−=

=×=
   (5.11) 

 
ifadeleri elde edilir. Böylesi harekette ω  açısal hız ve α  açısal ivme vektörleri şekil 
düzlemine dik doğrultudadır. 
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5.3.Bir Rijit Cismin Sabit Bir Eksen Etrafında Dönmesini Tanımlayan Denklemler 
 
Sabit bir AA ′  ekseni etrafında dönen bir cisimde dönmenin iki özel hali ile sıkça 
karşılaşılmaktadır: 
 
1.Düzgün dönme: Bu durumda 0=α  olup açısal yol 
 

to ωθθ +=     (5.12) 
bağıntısıyla bulunur. 
  
2.Düzgün değişen dönme: Açısal ivme olan α  sabittir. Bu durum için kinematik 
bağıntılar 
 

( )oo

oo

o

tt

t

θθαωω

αωθθ

αωω

−+=

++=

+=

2
2
1

22

2     (5.13) 

 
olarak elde edilir. 
 
5.4.Genel Düzlemsel Hareket 
 
Genel düzlemsel  hareket denildiğinde ötelenme ve dönme dışında bir hareket 
anlaşılmaktadır. Bununla birlikte şimdi görüleceği üzere bir genel düzlemsel hareket, 
daima bir ötelenme ile bir dönmenin toplamı olarak göz önüne alınabilir. Genel olarak ana 
levhanın A ve B gibi iki noktasını A1 ve B1  den sırasıyla A2 ve B2 ye getiren küçük bir yer 
değişimini göz önüne alacağız (Şekil 5.7). Bu yer değiştirme iki kısma ayrılabilir: Biri, AB 
doğrusu doğrultusunu korumak şartıyla noktaların A2 ve 1B′  ye gelmesi, diğeri A sabit 
kalmak üzere B nin B2 ye gelmesi. Hareketin ilk kısmının bir ötelenme, ikinci kısmının da 
bir dönme olduğu açıktır. Şekilden de görüleceği üzere B nin A ya göre bağıl hareketi bir 
dönmedir.  
 

 
Şekil 5.7 
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Düzlemsel harekette salt ve bağıl hız: Şimdi genel düzlemsel harekette  
 

ABAB vvv /+=      (5.14) 
 

olduğu açıktır. B nin A ya göre yer vektörünü ABr /  ile ve levhanın sabit doğrultulu eksen 
takımlarına göre açısal hızı ω  ile gösterilirse (Şekil 5.8), (5.6) dan,  
 

ωω rvrv ABABAB =×= ///    (5.15) 
 
elde edilir.  
 

 
Şekil 5.8 

 
Bir örnek olarak şekil 5.9 da görülen, bir ucu düşey, diğer ucu da yatay yarıklarda kayan 
AB çubuğu göz önüne alınsın. A ucunun Av  hızının bilindiği kabul edilirse, B ucunun Bv  
hızı, ve çubuğun ω  açısal hızı, Av  hızı, l boyu ve θ  cinsinden bulunmak istensin. Bu 
hareketin yerine, A yı karşılaştırma noktası olarak almak suretiyle, yatay doğrultuda bir 
ötelenme ile A etrafında bir dönme koymak mümkündür. Bu duruma göre B nin salt hızı şu 
vektörel toplama eşit olacaktır : 
 

ABAB vvv /+=      (5.16) 
 

 
Şekil 5.9 
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ABv /  nın doğrultusu bilinmesine karşın ωl  şiddetinin bilinmediğine dikkat edilmelidir. 
Ancak bunun yerine Bv  nin doğrultusu bilinmektedir. Şu halde Şekil 5.9 daki diyagramı 
tamamlamak mümkündür. Buradan Bv  ve ω  nın şiddetleri çözülürse 
 

θ
ωθ

cos
/

l
v

l
v

tgvv AAB
AB ===    (5.17) 

 
bulunur. 
 
Aynı sonuç B noktası karşılaştırma noktası alınarak da elde edilebilir. Verilen hareket, B 
nin ötelenmesi ve B etrafında dönme (Şekil 5.10) bileşenlerine ayrılırsa 
 

BABA vvv /+=     (5.18) 
 
yazılabilir. BAv /  ile ABv /   aynı ωl  şiddetinde olup,  yönlerinin ters olduğu görülmektedir. 
O halde bağıl hızın yönü seçilen karşılaştırma noktasına bağlı olmaktadır ve çizilecek bir 
diyagram yardımı ile elde edilebilir (Şekil 5.9 ve 5.10). 
 

 
Şekil 5.10 

 
Son olarak, görülüyor ki çubuğun B etrafındaki dönmesine ait  ω  açısal hızı, A etrafındaki 
dönme hızı ile aynıdır. Her iki halde de θ  açısının değişmesi ile ölçülmektedir. Bu sonuç 
geneldir, bu sebeple bir rijit cismin düzlemsel hareketindeki ω  açısal hızının 
karşılaştırma noktasından bağımsız olduğu hatırda tutulmalıdır.  
 
Mekanizmaların pek çoğu birden fazla hareketli parçadan oluşur. Bir mekanizmada çeşitli 
parçalar birbirine mafsallı iseler bunların incelenmesi, her bir parçayı bir rijit cisim olarak 
göz önüne alıp, mafsal noktalarındaki salt hızların aynı olduğu düşünülerek yapılabilir.  
 
Düzlemsel harekette ani dönme merkezi : Bir levhanın genel hareketini göz önüne 
alalım. Verilen herhangi bir anda levhanın çeşitli noktalarının hızlarının, levhanın ani 
dönme ekseni adı verilen ve levha düzlemine dik olan bir eksen etrafında dönmesi ile aynı 
olduğu görülecektir. Bu eksen levha düzlemini, levhanın ani dönme merkezi adı verilen bir 
noktada keser. 
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Levhanın düzlemsel bir hareketi herhangi bir A karşılaştırma noktasının ötelenmesi ve A 
etrafında bir dönme şeklinde ikiye ayrılabilmekteydi. Hızlar söz konusu olduğu sürece, A 
noktasının ötelenme hızı Av ,  levhanın açısal hızıω  verildiğinde, levhanın tüm diğer 
noktalarının hızları bunlara bağlı olarak belirlidir (Şekil 5.11a). Şimdi Av  çizgisel ve ω  
açısal hızlarının bilindiği ve her ikisinin de sıfırdan farklı olduğu kabul edilsin.  Eğer 

0=Av  ise A noktasının kendisi ani dönme merkezidir, eğer 0=ω  ise levha ötelenme 
yapmaktadır. Bu hızlar Şekil 5.11b de gösterildiği üzere Av  ya çizilen dik üzerinde, A dan 

ω/Avr =  kadar uzakta bulunan bir C noktası etrafında levhayı ω  açısal hızı ile 
döndürerek de bulunabilir. A nın hızının AC ye dik olduğunu ve şiddetinin 

( / )A Av r v= ω = ω ω  olacağını sağlayabiliyoruz. O halde levhanın bütün öteki noktalarının 
hızları da ilk tanımlanan hızla aynı olacaktır. Şu hale göre hızlar bakımından levha göz 
önüne alınan anda C ani dönme merkezi etrafında döner gibi görünür.  
 

   
   a)     b) 

Şekil 5.11 
 

Ani dönme merkezinin yeri başka iki şekilde daha tanımlanabilir. Levhanın A ve B 
noktalarının hızlarının doğrultusu biliniyorsa ve bunlar birbirinden farklı ise, C ani dönme 
merkezi A dan Av  ya, ve B den Bv  ye dikler çizilip bunların kesişme noktasının 
belirtilmesi ile elde edilebilir (Şekil 5.12a). Eğer A ve B noktalarının Av  ve Bv  hızları AB 
doğrusuna dikse ve şiddetleri biliniyorsa ani dönme merkezi Av  ve Bv  vektörlerinin 
uçlarını birleştiren doğruyu AB ile kesiştirerek bulunabilir (Şekil 5.12b). Şuna dikkat 
edilmelidir ki, Şekil 5.12a da Av  ve Bv  hızları paralel olursa veya Şekil 5.12b de Av  ve Bv  
hızları aynı şiddette olursa C ani dönme merkezi sonsuza gider ve ω  sıfır olur; o zaman 
levha ötelenme yapıyor demektir. 
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  a)      b) 

Şekil 5.12 
 
Örnek: Ani dönme merkezi kavramından ne şekilde yararlanılacağını görmek için yine 
biraz önce incelenen çubuğu göz önüne alalım. A dan Av  ya ve B den Bv  ye dik çizmek 
suretiyle (Şekil 5.13a) C ani dönme merkezini elde ederiz. Göz önüne alınan anda çubuğun 
bütün noktalarının hızları, çubuk C etrafında dönüyormuş gibi olmaktadır. Şu halde A nın 
hızının Av  şiddeti belirli ise çubuğun ω  açısal hızı 
 

θ
ω

cosl
v

AC
v AA ==  

yazarak elde edilebilir. Ondan sonra B nin hızının şiddeti ise 
 

θ
θ

θω tgv
l

vlBCv A
A

B ===
cos

sin)(  

 
olur. Hesaplarda sadece salt hızların kullanıldığına dikkat etmelidir. 

    
a) b) 

 

Şekil 5.13 
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Örnek: Kaymadan yuvarlanan bir tekerin hareketi 
 
Şekil 5.13b de görülen teker durumunda yerle göz önüne alınan anda temas halinde olan 
bir A noktasının o anda yere göre hızı sıfırdır. Bu durumda bir B noktasının hızı 

/ /B A B A A B AV V V V r= + = + ω×  olur. Bu durumda A noktası göz önüne alınan anda ani dönme 
merkezi olup bu an için tekerin tüm noktalarının hızı, teker A etrafında dönüyormuş kabul 
edilerek hesaplanabilir. 
 
Düzlemsel hareket yapan bir levhanın ani dönme merkezi levhanın üstünde veya dışında 
bulunabilir. Eğer levhanın üstünde ise, verilen bir t anında ani dönme merkeziyle üst üste 
bulunan C noktasının o andaki hızı sıfır olmak zorundadır.  
 
Ani dönme merkezi sadece verilen bir an için geçerlidir. Şu halde bir t anında levhenın ani 
dönme merkezi ile üst üste olan bir C noktası, genel olarak, tt ∆+  anında ani dönme 
merkezi ile üst üste bulunmayacaktır; t anında hızı sıfır olduğu halde tt ∆+  anında belki 
de sıfırdan farklı olacaktır. Bu demektir ki genel olarak C noktasının ivmesi sıfır değildir, 
şu halde levhanın çeşitli noktalarının ivmeleri, levha C etrafında dönüyormuş gibi 
belirtilemez. 
 
Levha hareketine devam edince ani dönme merkezi uzayda hareket eder. Öte yandan biraz 
önce söylendiği gibi ani dönme merkezinin levha üzerindeki yeri de daima değişmektedir. 
Böylece ani dönme merkezi uzayda iz eğrisi adı verilen, levha üzerinde de yuvarlanma 
eğrisi denilen bir eğri çizer (Şekil 5.14). Gösterilebilir ki, herhangi bir anda bu iki eğri C 
de birbirine teğettir ve levha hareket ettikçe yuvarlanma eğrisi iz eğrisinin üzerinde 
yuvarlanıyormuş gibi görünür.  
 

 
Şekil 5.14 

 
Düzlemsel harekette salt ve bağıl ivme : Levhanın bir noktasının Ba  salt ivmesinin 
 

 ABAB aaa /+=       (5.19) 
 
bağıl ivme formülü ile elde edilebileceği bilinmektedir. Burada ABa /  bağıl ivmesi levhanın 
A etrafında dönmesiyle ilgili olup, A ya konulmuş ve doğrultusu sabit eksen takımına göre 
ölçülecektir (Şekil 5.15). Ana levha dönmesinden bilinmektedir ki, ABa /  bağıl ivmesi, biri 
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AB doğrusuna dik tABa )( /  teğetsel bileşeni ile, diğeri A yönünde bir nABa )( /  normal 
bileşenine ayrılabilir. B nin A ya göre yer vektörünü ABr /  ile ve levhanın sabit eksen 
takımına göre açısal hız ve ivmesini sırasıyla αω ve  ile gösterirsek, A ile B arasındaki 
uzaklık r olmak üzere 
 

2
//

2
/

///

)()(

)()(

ωω

αα

rara

rara

nABABnAB

tABABtAB

=−=

=×=
   (5.20) 

 
olur.  
 

 
Şekil 5.15 

 
5.5.Düzlemde Dönen Bir Takıma Göre Bir Vektörün Değişiminin Hızı 
 
Birinci bölümde görüldü ki bir P  vektörünün değişim hızı, sabit ve ötelenme yapan bir 
takıma göre aynıdır. Bu kısımda bir P  vektörünün sabit bir takıma göre değişim hızı ile 
dönen bir takıma göre değişim hızı karşılaştırılacaktır. Ayrıca bir takıma göre 
bileşenleriyle verilen P  nin öteki karşılaştırma takımına göre değişim hızının belirlenmesi 
öğrenilecektir. 
 

 
 

Şekil 5.16 
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başlangıç noktaları aynı olan sabit bir OXY takımı ile, dönen bir Oxy karşılaştırma takımı 
göz önüne alınsın (Şekil 5.16). Oxy takımının verilen bir andaki açısal hızı Ω  olsun.  Bu 
hızın düzlemsel harekette şekil düzlemine dik olduğu bilinmektedir. Şimdi O dan geçen ve 
P  ile gösterilen bir )(tP  vektör fonksiyonu göz önüne alınsın. t zamanı değiştikçe bu 
vektörün hem doğrultusu hem de şiddeti değişmektedir. OXY karşılaştırma takımını 
kullanan gözlemciye göre P  nin değişimi Oxy takımını kullanan gözlemcininkinden farklı 
olduğu için, P  nin değişim hızının seçilen karşılaştırma takımına bağlı olması 
beklenmelidir. Bu sebeple sabit OXY  takımına göre P  nin değişim hızı dtPd /  ile ve 
dönen Oxy takımına göre değişim hızı da tP δδ /  ile gösterilecektir. Bu iki değişim hızı 
arsındaki bağıntı çıkarılmaya çalışılacaktır. 
 
 Önce P  vektörü dönen takımın x ve y eksenleri doğrultusunda bileşenlere ayrılsın. 
Bu takıma ait birim vektörler jvei  ile gösterilirse 
 

jPiPP yx +=     (5.21) 
 
yazılabilir. (5.21)  eşitliği t zamanına göre türetilir ve jvei  birim vektörlerinin dönme 
yapan takıma göre sabit oldukları göz önüne alınırsa, P  nin dönen takıma göre tP δδ /  
değişim hızı 

 

  j
dt
Pd

i
dt
Pd

t
P yx +=

δ
δ     (5.22) 

 
olur. P  nin sabit takıma göre dtPd /  değişim hızını bulmak için (5.21) türetilirken jvei  
birim vektörlerini zamanla değişken kabul etmek gerekir. Bu durumda 
 

dt
jdP

dt
idPj

dt
Pd

i
dt
Pd

td
Pd

yx
yx +++=    (5.23) 

 
bulunur. (5.22) hatırlanırsa, (5.23) ün sağ tarafındaki ilk iki terimin toplamının tP δδ /  
değişim hızını belirttiği görülür. Diğer taraftan şunu da söyleyebiliriz ki, P  vektörü Oxy 
takımına bağlanmış olsaydı tP δδ /  sıfır olacağından, dtPd /  değişim hızı (5.23) ün son 
terimine dönüşmüş olacaktı. Fakat bu durumda dtPd /  değişimi, Oxy ye rijit olarak bağlı 
bir cismin P  nin ucuna rastlayan maddesel noktasının hızını gösterecekti. Buna göre göz 
önüne alınan anda Oxy takımının açısal hızı Ω  olduğundan (5.23) deki son iki terim 
noktanın hızını belirler. (5.6) kullanılarak,  
 

  P
dt

jdP
dt

idP yx ×Ω=+     (5.24) 

 
yazılır. (5.22) ve (5.24), (5.23) de yerine konursa aşağıdaki temel bağıntı elde edilr: 
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P
t
P

td
Pd

×Ω+=
δ
δ     (5.25) 

 
Buradan şu sonuç çıkarılır : Sabit OXY takımına göre P  vektörünün tdPd /  değişim hızı 
iki kısımdan oluşmaktadır : Birici tP δδ /  kısmı, P  nin dönen Oxy takımına göre değişim 
hızıdır, ikinci P×Ω  kısmı ise, Oxy takımının dönmesinden ortaya çıkar. 
 
(5.25) bağıntısı kullanılarak, dönen bir takımdaki bileşenleri ile tanımlanan bir P  
vektörünün tdPd /  değişim hızının belirlenmesi büyük ölçüde basitleşir, çünkü böyle bir 
vektörün tP δδ /  değişim hızı (5.22) den kolayca elde edilir. 
 
5.6.Düzlemdeki Bir Maddesel Noktanın Dönen Bir Takıma Göre Hareketi. Coriolis İvmesi 

 
O başlangıç noktaları ortak olan sabit bir OXY ile dönen bir Oxy karşılaştırma takımını göz 
önüne alalım (Şekil 5.17). P uzayda hareketli bir maddesel nokta olsun. P nin r  yer 
vektörü her iki takımda aynı olduğu halde bunun değişim hızı seçilen karşılaştırma 
takımına bağlıdır.  
 

 
 

Şekil 5.17 
 
Maddesel noktanın salt pv  hızı r  nin sabit OXY  takımına göre tdrd /  değişim hızı 
olarak tanımlanır. Bununla birlikte (5.25) kullanılırsa, pv  hızı hareketli takımdan gözlenen 

tr δδ /  değişim hızı cinsinden de belirlenebilir. Oxy hareketli takımının göz önüne alınan 
zamanda açısal hızı Ω  ile gösterilirse 
 

t
rr

td
rdvP δ

δ
+×Ω==     (5.26) 
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yazılır. Fakat tr δδ /  terimi P maddesel noktasının Oxy takımına göre hızını tanımlar. 
Bundan başka eğer dönen takıma rijit bir cisim gözü ile bakacak olursak (5.26) daki r×Ω  
terimi, göz önüne alınan anda dönen takımın P ile çakışan noktasının hızını gösterir. 
Böylece 

 FPFP vvv /+=     (5.27) 
yazılabilir. Burada 
 
   =Pv P maddesel noktasının salt hızı 
   =Fv hareketli takımın P ile çakışan noktasının hızı 

=FPv / P nin hareketli takıma göre hızıdır. 
 
 Maddesel noktanın Pa  salt ivmesi Pv  nin OXY ye göre değişiminin hızı olarak 
tanımlanır. Pv  nin (5.26) daki değeri yerine konarak 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+×Ω+×

Ω
==

t
r

dt
d

td
rdr

td
d

td
vd

a P
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bulunur. (5.25) göz önünde tutulursa 
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⎛
    (5.29) 

olur. Böylece tdrd /  nin (5.26) daki değeri (5.28) de yerine konur ve (5.29) da göz önüne 
alınırsa 
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t
rrr
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δ
δ
δ

+×Ω+×Ω×Ω+×
Ω

=   (5.30) 

 
elde edilir. (5.8) bağıntısı göz önünde tutulursa, yukarıdaki eşitliğin ilk iki teriminin 
toplamı, göz önüne alınan anda dönen takımın P ye çakışan noktasının Fa  ivmesini verir. 
Diğer taraftan sonuncu terim ise P nin dönen takıma göre FPa /  ivmesini tanımlar. Eğer 
yukarda sebebi gösterilmemiş olan üçüncü terim bulunmasaydı ivme için (5.28) e benzer 
bir bağıntı yazılmış olacak ve Pa  ivmesi Fa  ile FPa /  nin toplamı olarak elde edilecekti. 
Bununla birlikte açıktır ki böyle bir bağıntı doğru olmayacaktır ek bir terimin daha hesaba 
katılması gereklidir. Bundan böyle ca  ile gösterilecek olan bu terime tamamlayıcı ivme 
veya Fransız matemetikçisi De Coriolis’ e izafeten Coriolis ivmesi adı verilmiştir. Böylece 
 

cFPFP aaaa ++= /     (5.31) 
yazılır. Burada 
 

=Pa P maddesel noktasının salt ivmesi 
=Fa hareketli takımın P ile çakışan noktasının ivmesi 

=FPa / P nin hareketli takıma göre ivmesi 

=×Ω=×Ω= FPc vtra /2/2 δδ tamamlayıcı ivme veya Coriolis ivmesi. 
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 Şu da belirtilmelidir ki, Coriolis ivmesi FPvve /Ω  vektörlerine diktir ve eğer bu 
vektörler paralel veya ikisinden biri sıfır olursa bu ivme de sıfıra eşit olur. 
 
 Düzlemsel hareket göz önüne alındığından, Ω vektörü hareket düzlemine ve 
böylece FPv /  dik olur. Bu durumda ca  nin şiddeti FPv /2 Ω  ye eşittir ve doğrultusu ise 

FPv /  vektörünü hareketli takımın dönme yönünde 90o döndürerek elde edilir. Bu durum 
Şekil 5.18 de görülmekte olup burada P maddesel noktası, O etrafında Oxy takımı ile 
birlikte dönen bir levha üzerinde bir yol çizer. 
 

 
 

Şekil 5.18 
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6. RİJİT CİSİMLERİN DÜZLEMSEL HAREKETİ: KUVVETLER VE İVMELER 
 
6.1. Giriş 
 
Bu bölümde, rijit cisimlerin kinetiğini, yani cisim üzerine etkiyen kuvvetler, cismin şekli 
ve kütlesi ile ortaya çıkan hareket arasındaki bağıntılar incelenecektir. Bölüm 2 de 4 e 
kadar cisim bir maddesel nokta olarak, yani cismin bütün kütlesinin bir noktada toplandığı 
ve kuvvetlerin bu noktaya etkidiği kabul edilerek benzer bağıntılar incelenmişti. Şimdi 
cismin şeklini ve kuvvetlerin etki noktalarının doğru konumları tam olarak göz önüne 
alınacaktır. Bunun yanı sıra cismin yalnızca bir bütün olarak hareketi ile değil, kendi 
ağırlık merkezi etrafındaki hareketi ile de uğraşacağız.  
 
Bu bölümdeki inceleme doğrudan amF =  denklemine dayanacak ve iki bakımdan 
kısıtlandırılacaktır: (1) Rijit cismin sadece düzlemsel hareket yaptığı, yani cismin her 
noktasının sabit bir karşılaştırma düzlemine olan uzaklıklarının değişmediği kabul 
edilecektir. (2) Rijit cisimler sadece düzlem levhalardan ve karşılaştırma düzlemine göre 
simetrik cisimlerden oluşacaktır. 
 
6.2. Rijit bir cismin düzlemsel hareketi 
 
Çeşitli ....,, 321 FFF  kuvvetlerinin etkisi altında kendi düzleminde hareket eden ve kütlesi 
m olan bir rijit levha ele alınsın. D’ Alembert ilkesi gereğince, levha üzerine etkiyen dış 
kuvvetler, levhayı oluşturan çeşitli maddesel noktaların efektif kuvvetlerine eşdeğer 
olmalıdır (Şekil 6.1). m∆  kütleli bir maddesel noktanın efektif kuvvetinin am)(∆  olduğu 
bilinmektedir.  

 
Şekil 6.1 

 
Eğer efektif kuvvetler sistemini levhanın G kütle merkezine etkiyen eşdeğer bir vektör ile 
bir vektör çiftine indirgersek rijit bir levhanın düzlemsel hareketi için d’Alembert ilkesinin 
daha kullanışlı bir ifadesini elde ederiz. Vektör, levhanın çeşitli noktalarının efektif 
kuvvetlerini toplayarak, vektör çiftinin çiftinin momenti ise bunların G ye göre 
momentlerinin toplamını alarak elde edilir.  
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Kısım 5.4 den bilindiği gibi G kütle merkezi karşılaştırma noktası olarak seçilirse levhanın 
bir P maddesel noktasının a  ivmesi, G nin a  ivmesi ile, P nin G ye bağlı ve sabit  
 

 
Şekil 6.2 

 
doğrultudaki bir takıma göre a ′  ivmesinin toplamı olarak belirlenebilir. P nin G ye göre 
yer vektörü r ′  ile gösterilir ve (5.19) bağıntısı hatırlanırsa 
 

rraaaaaaa nt ′−′×+=′+′+=′+= 2ωα    
 
yazılır; burada ωα ve  sırasıyla levhanın göz önüne alınan zamandaki açısal ivme ve 
açısal hızını gösterir. P maddesel noktasını efektif kuvveti  Şekil 6.2 de görüldüğü gibi üç 
vektörel bileşene ayrılabilir : 
 

rmrmamam ′∆−′×∆+∆=∆ 2)()()()( ωα   (6.1) 
 

ωα vea ,  göz önüne alınan maddesel noktadan bağımsız olduğundan levhanın çeşitli 
noktalarındaki efektif kuvvetlerin toplamı 
 

  
∑ ∆′−∑ ∑ ∆′×+∆=

∆′∑ ∑−∑ ∆∑ ′×+∆=∆

mrmrma

mrmrmama
2

2)(

ωα

ωα
 

 
olur. Burada ∑ ∆ m  toplamı levhanın m kütlesine, ve (2.9) a göre ∑ ∆′ mr  toplamı ise 

rm ′  ye eşittir. G nin kendisine göre r ′  yer vektörü sıfır olduğundan, bu sonuncusu da açık 
olarak sıfıra eşit olur. Böylece efektif kuvvetlerin toplamı 
 

 ∑ =∆ amma      (6.2) 
 
ifadesine dönüşür. (6.2) denklemi maddesel noktalar sisteminin hareketi için çıkarılmış 
olan  genel hale ait (2.12) denklemi ile aynı sonucu verir. 
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Levhanın efektif kuvvetlerinin G ye göre momentlerinin toplamı (6.1) kullanılarak 
aşağıdaki şekilde yazılır: 
 

[ ]
( ) ( )[ ] ( ) mrrmrramr

mrrmrrmarmar

∆∑ ′×′∑ −∆′××′+×∆∑ ′=

∑ ∆′×′−∑ ∑ ∆′××′+∆×′∑ =∆×′
2

2 )()()()(

ωα

ωα
 

 
Yukarıdaki ifadede rrvemr ′×′∆∑ ′  sıfır olduğundan yukarıdaki ifadede sadece sağ 
taraftaki ikinci terim kalır. Şekil 6.2 ye bakılırsa bu terimin α  ile aynı doğrultuda ( yani 
levhaya dik) ve ∑ ∆′ mr 2α  şiddetinde bir vektör olduğu kolayca sağlanabilir. ∑ ∆′ mr 2  
toplamının levhanın ağırlık merkezinden geçen ve levha düzlemine dik bir eksene göre I  
atalet momentini gösterdiği hatırlanırsa efektif kuvvetlerin G ye göre momentlerinin 
toplamı olarak aşağıdaki eşitlik elde edilir : 
 

( ) αImar =∑ ∆×′     (6.3) 
 
(6.2) ve (6.3) denklemleri Şekil 6.3 de gösterilmiştir. Böylece şu sonuca varılır ki, dış 
kuvvetler sistemi G den geçen am vektörü ile αI  vektör çiftine eşdeğerdir. Levha için 
çıkarılmış olan bu sonuçların karşılaştırma düzlemine göre simetrik olan rijit bir cisim için 
de geçerli olduğuna değinmek yerinde olur.  
 

 
Dış kuvvetler    = Ağırlık merkezindeki eşdeğer  =    Efektif kuvvet  + 

    kuvvet+kuvvet çifti sistemi Efektif kuvvet çifti 
 

Şekil 6.3 
 
Şekil 6.3 de görülen ilişkiyi cebirsel olarak, şekildeki kuvvetlerin ve vektörlerin x ve y 
bileşenleri ile bunların keyfi bir A noktasına göre momentlerini alarak yazmak 
mümkündür. Eğer momentler rijit cismin G ağırlık merkezine göre hesaplanırsa bu 
denklemler aşağıdaki şekli alırlar : 
 

      ∑ ∑ ∑ === αIMamFamF Gyyxx   (6.4) 
 
Buraya kadar çıkarılan bağıntılar genel bir düzlemsel hareket durumunu belirlemektedir 
(Şekil 6.3). Şekil 6.3 ten, kinetik bakımdan, karşılaştırma düzlemine göre simetrik olan 
rijit bir cismin en genel düzlemsel hareketinin, bir ötelenme ile ağırlık merkezi etrafındaki 
bir dönmenin toplamına getirilebileceği kolayca görülür. Şuna da değinmeliyiz ki, bu ifade 
tarzı, karşılaştırma noktası olarak cismin kütle merkezinin seçilmesini şart koştuğundan, 
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daha önce kinematik bakımdan yapılmış olan benzer ifade tarzından (Kısım 5.4) daha 
kısıtlıdır. 
 
(6.4) denklemlerine bakılırsa, ilk iki denklemin, kütlesi m olan ve ...,, 321 FFF  
kuvvetlerinin etkisi altında bulunan maddesel bir noktanın hareket denklemlerine eşdeğer 
olduğu görülür. Böylece şu sonuca varılır: Düzlemsel bir harekette rijit bir cismin G kütle 
merkezi, cismin bütün kütlesi bu noktada toplanmış ve dış kuvvetler de bu noktaya 
etkiyormuş gibi hareket eder. Bu sonucun daha önce kısım 2.5 de, genel bir maddesel 
noktalar sistemi için, maddesel noktaların rijit cisim teşkil etmesinin gerekmediği halde 
elde edilmiş olduğunu hatırlayalım. O halde kısım 2.5 de söylenildiği gibi, dış kuvvetler 
sistemi her zaman G den geçen tek bir am   vektörüne dönüştürülemez. Bu sebeple rijit bir 
cismin genel düzlemsel hareketinde, cisim üzerine etkiyen dış kuvvetlerin bileşkesi, 
cismin kütle merkezinden geçmez.  
 
6.3. Bağlı düzlemsel hareket 
 
Birçok mühendislik problemleri rijit cisimlerin, verilen çeşitli bağların etkisi altındaki 
hareketi ile uğraşır. Örneğin, kranklar sabit bir mil etrafında dönmeye, tekerlekler 
kaymaksızın yuvarlanmaya, biyeller önceden belirlenen birtakım hareketler yapmaya 
zorlanırlar. Bütün bu hallerde söz konusu olan cismin G kütle merkezinin a  ivmesinin 
bileşenleri ile α  açısal ivmesi arasında belirli bağıntılar mevcuttur. Bu tür bir harekete 
bağlı hareket adı verilir.  
 
Bağlı bir düzlemsel hareketle ilgili bir problemin çözümünde önce problemin kinematik 
çözümlenmesi yapılmalıdır. Aşağıda bazı bağlı hareket türleri verilmiştir. 
 
Ötelenme: Eğer bir rijit cisim bir ötelenme hareketi yapmaya zorlanırsa açısal ivmesi 
özdeş olarak sıfıra eşit olur ve efektif kuvvetler ise G den geçen bir am  vektörüne 
indirgenir (Şekil 6.4). Böylece, ötelenme halinde rijit cisim üzerine etkiyen dış kuvvetlerin 
bileşkesi cismin kütle merkezinden geçer ve am  ya eşit olur.  
 

 
Şekil 6.4 

 
Ağırlık merkezi etrafında dönme: Eğer bir levha, veya daha genel olarak karşılaştırma 
düzlemine göre simetrik bir cisim, G ağırlık merkezinden geçen ve karşılaştırma düzlemine 
dik olan bir eksen etrafında dönmeye zorlanırsa, bu cisme ağırlık merkezi etrafında 
dönüyor denir. a  ivmesi özdeş olarak sıfır olduğundan cismin efektif kuvvetleri bir αI  
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vektör çiftine indirgenmiş olur(Şekil 6.5). Buna göre ağırlık merkezi etrafında dönen bir 
cisme etkiyen dış kuvvetler bir αI  vektör çiftine eşdeğer olurlar. 
 

  
Şekil 6.5 

 
Keyfi bir nokta etrafında dönme: Bu hareket rijit bir cismin kütle merkezinden 
geçmeyen bir eksen etrafında dönmeye zorlanmasından meydana gelir. Böyle bir harekette 
cismin G  kütle merkezi dönme ekseninin karşılaştırma düzlemini kestiği O noktası 
etrafında r  yarıçaplı bir çember çizer (Şekil 6.6). OG doğrusunun açısal hızı ve açısal 
ivmesi sırasıyla αω ve  ile gösterilirse, G nin ivmesinin teğetsel ve normal bileşenleri 
için aşağıdaki ifadeler elde edilir : 
 

2ωα rara nt ==     (6.5) 
 

 
Şekil 6.6  

 
 OG doğrusu cisme ait bir doğru olduğundan, bunun ω  açısal hızı ile  α  açısal ivmesi, 
aynı zamanda, cismin G ye göre olan hareketindeki açısal hızı ile açısal ivmesini gösterir. 
Bu nedenle (6.5) denklemleri, G kütle merkezinin hareketi ile cismin G etrafındaki hareketi 
arasında mevcut kinematik bağıntıyı tanımlar. Elde edilmiş olan bu denklemlerdeki 

nt avea  yi yok etmek için D’Alembert ilkesi (Şekil 6.7) kullanılmalıdır. 
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   a)         b) 

Şekil 6.7 
 
Sırası ile Şekil 6.7 nin a ve b parçalarında görülen kuvvetlerin ve vektörlerin O noktasına 
göre yazılan momentlerini eşitleyerek  
 

   ααα )()( 2rmIrrmIM o +=∑ +=  
 

bulunur. Oysa Steiner teoremine göre 2rmIIo +=  olur,burada Io rijit cismin sabit eksene 
göre atalet momentini gösterir. Buna göre 
 

    ∑ = αoo IM     (6.6) 
 
yazılır. (6.6) formülü dış kuvvetlerin sabit O noktasına göre momentlerinin toplamı ile 

αoI  arasında önemli bir bağıntıyı göstermekle birlikte açıkça anlaşılmalıdır ki, bu formül 
dış kuvvetler sisteminin, αoI  şiddetinde bir vektör çiftine eşdeğer olduğu anlamına 
gelmez. Efektif kuvvetler sistemi, dolayısıyla dış kuvvetler sistemi, sadece O ile G 
çakıştığı, yani hareket sadece ağırlık merkezi etrafında bir dönme hareketi olduğu 
zaman, bir vektör çiftine indirgenir(Kısım 6.2). Daha genel hal olan keyfi bir nokta 
etrafındaki dönme hareketi halinde dış kuvvetler sistemi bir vektör çiftine indirgenmez. 
 
Keyfi bir nokta etrafındaki dönme hareketinin özel bir hali ilginçtir; bu, ω  açısal hızının 
sabit olduğu düzgün dönme hareketidir. Bu durumda α  sıfır olduğundan vektör çifti 
ortadan kalkar ve sadece  normal bileşen kalır. Bu bileşen (buna merkezcil kuvvet de 
denir) rijit cismi dönme ekseni etrafında tutan bileşendir. 
 
Yuvarlanma hareketi: Düzlemsel hareketin diğer önemli bir tipi de bir disk veya 
tekerleğin bir düzlem üzerindeki yuvarlanma hareketidir(Şekil 6.8). Diskin dengelendiği, 
yani kütle merkezi ile geometrik merkezinin çakıştığı kabul edilirse, kaymasız bir 
yuvarlanma için, G nin aldığı s  yolu θrs =  dır, burada r disk yarıçapıdır. Bu bağıntı iki 
kere türetilirse 

αra =      (6.7) 
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elde edilir. Disk hareketinin olası üç farklı hareketi, F sürtünme kuvveti, µs ve µk sırasıyla 
statik ve kinetik sürtünme katsayıları olmak üzere, aşağıdaki gibi özetlenebilir: 
 
 Yuvarlanma, kayma yok : αµ raNF s =≤  

Yuvarlanma, kayma başlıyor : αµ raNF s ==  
Yuvarlanma, kayma var : zısmığbaveaNF k αµ=  

 

  
Şekil 6.8 

 
Eğer bir diskin kayıp kaymadığı bilinmiyorsa önce diskin kaymadan yuvarlandığı kabul 
edilmelidir. Eğer F değeri Nsµ  den küçük veya ona eşit olarak bulunursa kabulün doğru 
olduğu anlaşılır. Eğer F değeri Nsµ  den büyük olarak bulunursa kabul  doğru değildir ve 
probleme kaymalı bir yuvarlanma kabulü ile yeniden başlanmalıdır.  
 
Disk dengelenmemiş ise, yani diskin G kütle merkezi O geometrik merkezi ile 
çakışmıyorsa, a  ve α  arasındaki (6.7) bağıntısı gerçeklenmez. Bununla birlikte geometrik 
merkezin ivmesinin ao şiddeti ile α açısal ivmesi arasında benzer bir bağıntı 
 

αrao =      (6.8) 
 
olmaktadır. a  yi α  açısal ivmesi ve diskin ω  açısal hızı cinsinden belirlemek için bağıl 
ivme formülü kullanılabilir : 
 

 nOGtOGOOGOG aaaaaaa )()( /// ++=+==    (6.9) 
 
burada elde edilmiş olan üç bileşen ivme Şekil 6.9 da görülen doğrultularda ve αrao = , 

2
// )()()()( ωα OGaveOGa nOGtOG ==  şiddetindedir. 

 
6.4. Rijit bir cismin düzlemsel hareketi ile ilgili problemlerin çözümü 
 
Düzlemsel hareket problemlerinin çözümü için (6.4) deki üç cebirsel denklem 
kullanılmakla birlikte, statikten edinilen deneyimler bize şu fikri vermektedir ki, cisme 
etkiyen kuvvetlerin momentlerinin hesaplanacağı noktanın uygun olarak seçilmesi halinde, 
rijit cisimlerele ilgili problemlerin çözümü kolaylaşmaktadır. Bu sebeple kuvvetlerle 
ivmeler arasında Şekil 6.3 de görülen vektörel formdaki bağıntıyı hatırda tutmak ve bu 
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temel bağıntıdan göz önüne alınan problemin çözümüne en uygun düşen izdüşüm ve 
moment denklemlerini çıkarmak tercih edilir. 
 

 
Şekil 6.9 

  
 
Şekil 6.3 de görülen dış kuvvetlerle efektif kuvvetlerin eşdeğerlilik ilkesi, yani  rijit cisme 
uygulanan kuvvetler ile bunlardan meydana gelen doğrusal ve açısal ivmeler arasındaki 
bağıntıyı vektörel olarak gösteren  serbest cisim diyagramlarının kullanılması, (6.4) 
denklemlerinin körü körüne uygulanmasına göre önemli bir üstünlük sağlar. Bu 
üstünlükler aşağıdaki şekilde özetlenebilir : 

 
1. Herşeyden önce resimli bir gösterim kullanıldığından kuvvetlerin cismin 

hareketi üzerine etkisi daha açık bir anlayış kazanır. 
2. Bu tür bir yaklaşım bir dinamik problemin çözümünü iki parçaya bölme 

imkanını sağlar: Birinci parçada problemin kinematik ve kinetik özelliklerinin 
ayrılması bizi Şekil 6.3 deki serbest cisim diyagramına götürür; ikinci parçada 
ise elde edilmiş olan diyagram işe karışan çeşitli kuvvetlerin çözümlenmesinde 
kullanılır. 

3. Rijit bir cismin düzlemsel hareketinin incelenmesi için, söz konusu özel hareket 
şeklinden bağımsız olarak, tek bir yol bulunmuş olur. Göz önüne alınan çeşitli 
hareketlerin kinematiği bir halden ötekine değiştiği halde kinetikteki çözüm 
yolu daima aynı kalır. Her durumda dış kuvvetleri, G  nin hareketini belirleyen 

am  vektörünü ve cismin G etrafındaki dönme hareketine ait αI  vektör çiftini 
gösteren bir diyagram çizeceğiz.  

4. Rijit bir cismin düzlemsel hareketinin burada yapıldığı gibi, bir ötelenme ile 
ağırlık merkezi etrafındaki bir dönme hareketine bölünmesi, mekaniğin 
incelenmesinde baştan başa etkili olarak uygulanan temel bir kavramdır. 

 
6.5. Rijit cisimlerden meydana gelen sistemler 
 
Bir evvelki kısımda açıklanan yöntem, birbirlerine bağlı çeşitli rijit cisimlerin düzlemsel 
hareketleriyle ilgili problemlerde de kullanılabilir. Sistemin her parçası için Şekil 6.3 e 
benzer bir diyagram çizilebilir. Bu diyagramlardan elde edilmiş olan hareket denklemleri 
bir arada çözülür.  
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7. MEKANİK TİTREŞİMLER 
7.1. Giriş 
 
Mekanik titreşimler bir maddesel noktanın veya bir cismin denge konumu etrafındaki 
salınımıdır. Titreşimler gerilme artımı ve enerji kaybına sebep olduklarından ortadan 
kaldırılmaları veya uygun bir tertiple azaltılmaları gerekir. 
 
Son yıllarda yüksek hızlı makine ve hafif yapıların yapımı titreşimlerin incelenmesini 
önemli kılmaktadır. 

 
Burada tek serbestlik dereceli sistemler incelenecektir. Mekanik titreşim sistemin kararlı 
durumdan saptırılması halinde ortaya çıkar. Sistem kararlı durumdan saptırılınca ilk 
konumuna dönmeye çalışır. Fakat bu ilk konuma genellikle belirli bir hız ile döner. Bu hız 
sistemi yeniden denge konumu dışına çıkarır. Eğer sürtünme etkisi yoksa hareket sürekli 
devam eder. Hareketin bir tüm devrini tamamlaması için geçen zamana titreşimin periyodu 
adı verilir. Birim zamandaki devir sayısına frekans, ve sistemin denge konumuna göre 
maksimum yer değiştirmesine de titreşimin genliği adı verilir.  
 
Hareketin devamını sadece geriye döndürücü kuvvetler sağlıyor ve sürtünme yoksa 
titreşim serbest titreşim olarak adlandırılır. Sisteme periyodik bir kuvvet uygulanıyor ve 
sürtünme yoksa ortaya çıkan hareket  sönümsüz zorlanmış titreşim, aksi halde, periyodik 
kuvvet ve sürtünme olması durumunda, sönümlü zorlanmış titreşim olarak isimlendirilir.  
 
Eğer serbest bir titreşim hafif sönümlü ise genliği yavaş yavaş azalır ve bir süre sonra 
hareket durur. Sönüm gerçek bir titreşime engel olacak kadar büyük de olabilir; bu 
durumda sistem yavaş yavaş ilk konumuna döner. Sönümlü zorlanmış bir titreşim, 
kendisini doğuran periyodik kuvvet uygulandığı sürece devam eder. Titreşimin genliği ise 
söndürücü kuvvetin şiddetine bağlıdır. 
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7.2. Maddesel Noktaların Serbest Titreşimleri. Basit Harmonik Hareket. 
 
Katsayısı k  olan bir yaya bağlanmış ve kütlesi m olan bir cisim göz önüne alınsın (Şekil 
7.1a). Bu aşamada cismin sadece kütle merkezinin hareketi ile ilgilenildiğinden cisim bir 
maddesel nokta olarak dikkate alınabilir. Şekil 7.1a da görüldüğü gibi statik denge 
durumunda  

stkW δ=      (7.1) 
 

olur. Burada W cismin ağırlığını, δst yayın doğal durumdan itibaren uzamasını 
göstermektedir. Şimdi maddesel noktanın denge konumundan xm kadar saptırıldıktan sonra 
ilk hızsız olarak harekete terk edildiğini kabul edelim. Eğer xm değeri δst den daha küçük 
seçilirse maddesel nokta kendi denge konumu etrafında hareket etmeye başlar ve bu 
şekilde, genliği xm olan bir titreşim ortaya çıkmış olur. Şunu da unutmamak gerekir ki, 
maddesel noktaya x=0 denge konumunda bir ilk hız vermekle veya, daha genel olarak, 
verilen keyfi bir x=xo konumunda bir vo ilk hızı uygulanmakla da titreşim meydana 
getirilebilir.  
 

      
       a)            b) 

Şekil 7.1 
 
Maddesel noktanın herhangi bir t anındaki, O denge konumundan itibaren ölçülen P 
konumundaki OP yer değişimi (aşağı doğru pozitif)  x ile gösterilsin. F  bileşke kuvveti 
aşağı doğru pozitif olarak alınırsa, F şiddetinin 
 

( ) xkxkWF st −=+−= δ     (7.2) 
 

olduğu Şekil 7.1a dan görülür. F  kuvvetinin her an O denge konumuna yönlenmiş olduğu 
görülmektedir. Bulunan F değeri F=ma temel denklemine götürülürse 
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        02

2
=+ xk

td
xdm     (7.3) 

 

diferansiyel denklemi elde edilir. Gerek  22 / dtxd  ivmesi, gerekse x yer değişimi için, 
aşağı doğru pozitif olacak şekilde işaret kuralı uygulanır.  
 
(7.3) denklemi ikinci mertebeden lineer homojen bir diferansiyel denklemdir. Burada  

m
kp =2      (7.4) 

konursa (7.3) için 

02
2

2
=+ xp

dt
xd     (7.5) 

 
bulunur. (7.5) denklemiyle tanımlanan harekete, basit harmonik hareket adı verilir. Bu 
hareket ivmenin, yer değiştirme ile orantılı ve ters yönde olduğunu gösterir. (7.5) in 
karakteristik denklemi 

022 =+ pλ      (7.6) 
olur. Bu denklemin çözümünden 
 

    12,1 −=±= ipiλ     (7.7) 
 
elde edilir. Bu durumda diferansiyel denklemin  çözümü 
 

( ) ( )tpitpCtpitpCeCeCx tpitpi sincossincos 2121 −++=+= −  
 (7.8) 
 
olur. Gerçel ve sanal kısımları ayrıştırmak için 
 

 )()( 222111 nimCnimC +=+=  
 
alarak (7.8) de yerine konursa 
 

( )( ) ( )( )tpitpnimtpitpnimx sincossincos 2211 −++++=   (7.9) 
 
elde edilir. Buradan 
 

tpmmitpnnitpnntpmmx sin)(cos)(sin)(cos)( 21212121 −++++−++=  (7.10) 
 
olur. (7.10) denkleminin gerçel kısmı  
 

)()( 2121 mmBvennA +=+−=  
 
alınarak 

tpBtpAx cossin +=     (7.11) 
 
şeklinde elde edilir. Türev alarak, sırasıyla, t anındaki hız ve ivme elde edilir : 
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 tpBptppA
dt
dxv sincos −==     (7.12) 

 

tpBptppA
dt

xda cossin 22
2

2
−−== .   (7.13) 

 
Bu ifadelerde keyfi iki sabit olduğundan elde edilen çözüm diferansiyel denklemin genel 
çözümüdür. A ve B sabitlerinin değerleri hareketin başlangıç şartlarına bağlıdır. Genel 
olarak zaman için alınan t=0 ve yer değiştirme ve ilk hız için alınan oo vvex  değerleri, 
(7.11) ve (7.12) de yerine konursa oo xBvepvA == /  bulunur. 
 
Maddesel noktaların yer değiştirmesi, hızı ve ivmesi için elde edilmiş olan ifadeler daha 
kısa ve toplu bir şekilde yazılabilir; bunun için (7.11) ile tanımlanan x=OP yer 
değiştirmesinin, Şekil 7.2a da görüldüğü gibi yönlenen ve şiddetleri A  ve B  olan A  ile B  
gibi iki vektörün x doğrultusundaki bileşenlerinin toplamı olarak yazılabileceği 
düşünülmelidir. t 
değiştikçe iki vektör de saat ibreleri  yönünde  döner.  Ayrıca  bunların OQ   bileşkesinin 
 

 
         (a)             (b) 

Şekil 7.2 
 
şiddeti de maksimum xm yer değiştirmesine eşit olur. Böylece P nin x ekseni boyunca 
yaptığı basit harmonik hareket, Q noktasının xm yarıçaplı bir yardımcı çember üzerinde 
sabit p açısal hızı ile yaptığı hareketin, x ekseni üzerindeki izdüşümü olarak elde edilebilir. 
OQ  vektörlerinin A ile yaptığı açı φ  ile gösterilirse 
 

( )φ+= ptOQOP sin     (7.14) 
 
yazılabilir; buradan P nin yer değişimi, hızı ve ivmesi için aşağıdaki yeni ifadeler elde 
edilir : 

  ( )φ+= ptxx m sin     (7.15) 

  ( )φ+== ptpx
dt
dxv m cos     (7.16) 

 ( )φ+−== ptpx
dt

xda m sin2
2

2
   (7.17) 
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Yer değiştirme-zaman eğrisi bir sinüs eğrisi ile gösterilir (Şekil 7.2b), ve yer değiştirmenin 
xm maksimum değerine titreşimin genliği adı verilir. Yardımcı çemberi çizen Q noktasının 
p açısal hızına, titreşimin dairesel frekansı denir ve radyan/san ile ölçülür; Q nun çember 
üzerindeki ilk konumunu belirleyen φ açısı ise faz açısı adını alır. Şekil 7.2 den görüldüğü 
gibi, pt açısı 2π radyan kadar artacak olursa bir tam çevrim tanımlanmış olur. Buna karşı 
gelen t değeri τ ile gösterilir ve titreşimin periyodu adını alır ve saniye ile ölçülür. Birim 
zamanda tamamlanan çevrim sayısı f ile gösterilir ve titreşimin frekansı olarak 
isimlendirilir. Frekanslar, çevrim/san veya çevrimler boyutsuz olduğu için san-1 ile ölçülür 
: 

p
Periyot πτ 2

==     (7.18) 

 

πτ 2
1 pffrekans ===     (7.19) 

 (7.4) de p nin, k yay katsayısı ve maddesel noktanın m kütlesi cinsinden tanımlandığı 
hatırlanırsa, periyot ve frekansın, titreşimin başlangıç şartlarından ve genliğinden bağımsız 
olduğu görülür. τ ve f nin, maddsel noktanın kütlesine bağlı olup, ağırlığına bağlı olmadığı 
ve bu sebeple bunların g den bağımsız olduğuna işaret etmek gerekir.  
 
 Hız-zaman ve ivme-zaman eğrileri, yol-zaman eğrilerinde olduğu gibi, aynı 
periyotlu, fakat faz açıları farklı bir sinüs eğrisi ile gösterilebilir. (7.16) ve (7.17) den 
görüldüğü gibi, hız ve ivmenin şiddetlerinin maksimum değerleri 
 

2pxapxv mmmm ==     (7.20) 
 
dir. Q noktası xm yarıçaplı bir yardımcı çember üzerinde sabit p açısal hızı ile 
dolandığından, bunun hız ve ivmesi sırasıyla, (7.20) ifadelerine eşittir. (7.16) ve (7.17) 
denklemleri göz önünde tutulursa, P nin her hangi bir andaki hız ve ivmesi, şiddetleri 
vm=xm p ile am=xm p2 olan ve sırasıyla Q noktasının aynı andaki hız ve ivmelerini belirleyen 
vektörlerin x ekseni üzerindeki izdüşümleri olarak elde edilebilecekleri görülür (Şekil 7.3) 

 
Şekil 7.3 
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Elde edilen sonuçlar, sadece, bir yayın ucuna asılı bir kütle probleminin çözümüne 
uygulanmakla kalmazlar. Bunlar, maddesel noktanın üzerine etkiyen kuvvetlerin 
F bileşkesi ile noktanın x yer değiştirmelerinin orantılı olduğu ve kuvvetin O ya 
yöneldiği her doğrusal hareketin çözümlenmesinde de kullanılır. Bu durumda hareketin 
F=ma temel denklemi, basit harmonik hareketi belirleyen (7.5) formunda yazılabilir. x in 
(7.5) deki katsayısının, titreşimin p dairesel frekansının karesini gösterdiğine dikkat 
edilirse p bulunur ve bu değer (7.18) ile (7.19) da yerine konularak, titreşimin τ  periyodu 
ve f frekansı kolaylıkla elde edilir.  
 
7.3. Basit Sarkaç (yaklaşık çözüm) 
 
Mühendislik uygulamalarında en çok karşılaşılan titreşimler, basit harmonik hareket 
yardımı ile gösterilebilirler. Diğer birçok hareketler, farklı türden olmakla birlikte, 
genlikleri küçük kalmak şartıyla, yaklaşık olarak, basit harmonik hareket gibi kabul 
edilebilirler. Örneğin l boyunda bir ipin ucuna asılı bir m kütlesinden oluşan ve düşey 
düzlemde salınım yapan bir basit sarkaç göz önüne alalım(Şekil 7.4a). Verilen bir t anında 
ip düşey ile θ  açısı yapsın. Cisme etkiyen kuvvetler kendi ağırlığı W  ile ipten gelen T  
kuvvetidir (Şekil 7.4b). Teğetsel bileşenler kullanılır (sağa doğru pozitif) ve at=l(d2θ / dt2) 
olduğuna dikkat edilirse 
 

 
        (a)     (b) 

Şekil 7.4 
 

2

2
sin:

td
dlmWmaF tt

θθ =−=  

yazılır. W=mg olduğundan, ml ile bölünürse 
 

0sin2

2
=+ θθ

l
g

dt
d     (7.21) 

 

elde edilir. Küçük genlikli salınımlar için sinθ  yerine bunun radyan cinsinden θ  değerini 
koyabiliriz : 

   02

2
=+ θθ

l
g

dt
d     (7.22) 
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(7.5) ile karşılaştırılırsa, elde edilmiş olan denklemin bir basit harmonik hareket gösterdiği 
ve salınımın p dairesel frekansının (g/l)1/2 ye eşit olduğu görülür. Bu değer (7.18) de yerine 
konursa, l boyunda bir sarkacın küçük salınımlarının periyot ifadesi bulunmuş olur : 

g
l

p
ππτ 22

==     (7.23) 

 
9.4. Rijit Cisimlerin Serbest Titreşimleri 
 
Tek serbestlik dereceli rijit bir cismin veya bir rijit cisimler sisteminin titreşimlerinin 
çözümlenmesi, maddesel bir noktanın titreşimlerinin çözümlenmesine benzer. Cismin veya 
cisimler sisteminin konumunu tanımlamak amacıyla, x aralığı veya θ  açısı gibi uygun bir 
değişken seçilir, ve bu değişken ile bunun t ye göre ikinci türevini bağlayan bir denklem 
(7.5) ile aynı formda, yani 
 

00 2
2

2
2

2

2
=+=+ θθ p

dt
dveyaxp

dt
xd    (7.24) 

 
şeklinde ise göz önüne alınan titreşim basit harmonik bir hareket olur. Bu durumda 
titreşimin periyot ve frekansı, p nin eşdeğerini (7.18) ve (7.19) da yerine koyarak elde 
edilebilir. 
 
Genellikle (7.24) denklemlerinden birisini elde etmek için basit yol, değişkenin herhangi 
bir değeri için serbest cisim diyagramını çizip uygun hareket denklemini yazarak dış 
kuvvetler sisteminin efektif kuvvetler sistemine eşit olduğunu ifade etmektir. Burada amaç, 
değişkenin doğrudan doğruya kendisini veya zamana göre birinci ve ikinci türevlerini 
belirlemek olmayıp, x veya θ  değişkeninin katsayısını belirlemek olmalıdır. Bu katsayıyı 
p2 ye eşitleyerek, τ ve f  nin hesaplanabileceği p dairesel frekansı elde edilmiş olur. 
 

  
 
 (a)       (b)           (c) 
 

Şekil 7.5 
 

Ana hatları verilmiş olan bu yöntem, tamamen basit harmonik hareket şeklinde ortaya 
çıkan titreşimlerin veya yaklaşık olarak basit harmonik hareket kabul edilebilen küçük 
genlikli titreşimlerin çözümlenmesi için kullanılabilir. Bir örnek olarak, kenar uzunluğu 2b 
olan ve bir kenarının O orta noktasından asılmış bulunan, kare şeklinde bir plağın küçük 
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salınımlarının periyodu belirlenecektir (Şekil 7.5a). Plağın, OG çizgisinin düşey ile yaptığı 
θ  açısı ile tanımlanan herhangi bir konumu ele alınsın ve bunun W  ağırlığı ile O daki 
reaksiyonun yx RveR bileşenlerinin, nt amam ,  vektörleri ile αI  vektör çiftine eşdeğer 
olduğunu ifade eden diyagram çizilsin (Şekil 7.5b). Plağın açısal hızı ile açısal ivmesi 
sırasıyla 22 // dtdvedtd θθ  ye eşit olduğundan, tm a  ve nm a  vektörlerinin şiddetleri 

sırasıyla 222 )/()/( dtdmbvedtdmb θθ  ve vektör çiftinin şiddeti ise )/( 22 tddI θ  olur. Bu 
yöntemin daha önceki uygulamalarında (Böl. 6), mümkün oldukça ivme için yön doğru 
alınmaya çalışılmıştır. Burada da (7.24) şeklinde bir denklem elde edilebilmesi amacıyla 

22 / tddve θθ  için aynı pozitif yön kabul edilmelidir. Böylece gerçeğe uymamış olmakla 
birlikte 22 / tdd θ  açısal ivmesi için, saat ibrelerinin tersi pozitif olarak kabul edilmiş 
olmaktadır. O ya göre momentler eşitlenerek 
 

( ) 2

2

2

2
sin

td
dIb

td
dmbbW θθθ +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−  

bulunur.  
 

               ( ) ( )[ ] 222

3
222

12
1 mbbbmI =+=     ve   W=mg 

 
yazılırsa aşağıdaki denklem elde edilir : 
 

0sin
5
3

2

2
=+ θθ

b
g

td
d     (7.25) 

 

Küçük genlikli salınımlar için sinθ  yerine, radyan cinsinden θ  konulacak olursa  
 

0
5
3

2

2
=+ θθ

b
g

td
d     (7.26) 

 
elde edilir. Bulunan bu denklem (7.24) ile karşılaştırılırsa hareketin basit harmonik ve 
salınımın p dairesel frekansının ise (3g/5b)1/2 ye eşit olduğu görülür. Bu değer (7.18) de 
yerine konursa salınımın periyodu için aşağıdaki değer elde edilir: 
 

  
g
b

p 3
522 ππτ ==     (7.27) 

 
Bulunmuş olan bu sonuç sadece küçük genlikli salınımlar için geçerlidir. l boyu  5b/ 3 e 
eşit seçilirse (7.26) ve (7.22) denklemleri eşdeğer olur. Bu ise plağın l=5b/3 boyunda basit 
bir sarkaç gibi salınım yaptığını ifade eder. Plağın OG doğrusu üzerinde ve O dan l=5b/3 
uzaklığında bulunan A noktası, O ya karşı gelen salınım merkezi adını alır(Şekil 7.5a).  
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7.5. Sönümsüz Zorlanmış Titreşimler 
 
Mühendislik uygulamaları bakımından en önemli titreşimler, bir sistemin zorlanmış 
titreşimleridir. Bir sistem, Periyodik bir kuvvetin etkisi altında kalır, veya alternatif olarak 
hareket eden bir mesnede elastik olarak bağlanırsa, bu tür bir titreşim ortaya çıkar. 
 
Birinci hal olarak, şiddeti tPP m ωsin=  şeklinde değişen periyodik bir P  kuvvetinin 
etkisi altında, yaya asılı bir m kütlesi göz önüne alınsın (Şekil 7.6). Bu kuvvet, cisme 
doğrudan doğruya etkiyen bir dış kuvvet olabildiği gibi, cismin dengede olmayan bir 
parçasının dönmesinden meydana gelen merkezkaç bir kuvvet de olabilir. Cismin denge 
konumundan ölçülen yer değiştirmesi x ile gösterilirse, hareket denklemi aşağıdaki gibi 
yazılabilir : 
 

 
Şekil 7.6 

( ) 2

2
sin:

dt
xdmxkWtPamF stm =+−+∑ =↓+ δω    

 

stkW δ=  olduğu hatırlanırsa 

tPkx
dt

xdm m ωsin2

2
=+     (7.28) 
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Şekil 7.7 

 

elde edilir. İkinci olarak, δ yer değiştirmesi δm sinωt ye eşit olan bir mesnede bağlanmış bir 
yaya asılı, bir m kütlesini göz önüne alalım (Şekil 7.7). Cismin ω t=0 değerine karşı gelen 
statik denge konumundan ölçülen yer değiştirmeleri x ile gösterilsin. Yayın t anındaki 
toplam boy uzaması  δst + x-δm sinωt olarak bulunur. Bu durumda hareket denklemi, 

( ) 2

2
sin:

dt
xdmtxkWamF mst =−+−∑ =↓+ ωδδ  

 

olur. W=kδst  olduğuna göre 

tkkx
dt

xdm m ωδ sin2

2
=+     (7.29) 

 
dir. (7.28) ve (7.29) denklemleri aynı formda olduğuna göre, birinci denklemin bir 
çözümü, Pm=kδm konulursa ikinci denklemi de gerçekler. 
 
(7.28) ve (7.29) şeklinde bir diferansiyel denklem, sağ tarafı sıfırdan farklı olduğuna göre, 
homojen olmayan bir diferansiyel denklem adını alır. Bunun genel çözümü; verilen 
denklemin bir özel çözümünü, sağ taraftaki terimi sıfır yaparak elde edilen homojen 
denklemin genel çözümüne katarak elde edilir. (7.28) in veya (7.29) un bir özel 
çözümünün 

txx mözel ωsin=      (7.30) 
 
formunda olduğunu deneyerek bulabiliriz. (7.28) de  x yerine xözel konulursa 
 

  tPtxktxm mmm ωωωω sinsinsin2 =+−  
 

bulunur. Buradan mx  genliği için 
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2ωmk
P

x m
m

−
=  

 
elde edilir. (7.4) den, p cismin serbest titreşiminin dairesel frekansını göstermek üzere, 
p2=k/m olduğu hatırlanırsa 

  2)/(1
/

p
kP

x m
m ω−

=     (7.31) 

 
yazılabilir. (7.30) ile (7.29) a gidilecek olursa, benzer şekilde, aşağıdaki ifade bulunur : 
 

2)/(1 p
x m

m ω
δ

−
=     (7.32) 

 
(7.28) ve (7.29) a karşı gelen homojen denklem, cismin serbest titreşimini belirleyen (7.3) 
denklemidir. Bunun tamamlayıcı fonksiyon adını alan homojen çözümü Kısım 7.2 de 
bulunmuştu : 

ptBptAxtamam cossin +=     (7.33) 
 
(7.30) özel çözümü ve (7.33) tamamlayıcı fonksiyonu toplanarak, (7.28) ve (7.29) 
denklemlerinin genel çözümü bulunur : 
 

txptBptAx m ωsincossin ++=    (7.34) 
 

Elde edilmiş olan titreşim, iki titreşimin süperpozisyonundan oluşmaktadır. (7.34) ün ilk 
iki terimi, sistemin serbest titreşimini gösterir. Bu titreşimin frekansı, sistemin doğal 
frekansı adını alır ve sadece k yay katsayısı ile cismin kütlesine bağlıdır; A ve B sabitleri 
başlangıç şartlarından belirlenir. Bu serbest titreşime, pratikte sürtünme kuvvetleri ile 
hemen söndürüldüğü için, geçici titreşim adı da verilir. Bu sebeple bundan sonra mm xx ≅  
olarak alınacaktır. 
 

 
Şekil 7.8 
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(7.34) deki son terimin belirlediği, ve etkiyen kuvvet veya mesnet hareketi ile meydana 
gelen ve beslenen titreşime, devamlı titreşim adı verilir. Bu titreşimin, söz konusu kuvvet 
veya mesnet hareketi tarafından ortaya çıkarılan frekansı, zorlanmış frekanstır ve xm 
genliği ise (7.31) veya (7.32) tarafından belirlenir ve ω/ p frekans oranına bağlıdır. 
Devamlı titreşimin xm genliğinin, Pm kuvvetinden meydana gelen statik Pm /k yer 
değişimine veya mesnet hareketinin δm genliğine oranı, büyütme çarpanı adını alır. (7.31) 
ve (7.32) den 

( )2/1
1

/ P
x

kP
x

çarpanıBüyütme
m

m

m

m

ωδ −
===   (7.35) 

 

bulunur. Büyütme çarpanının, ω/ p frekans oranına bağlı olarak değişimi, Şekil 7.8 de 
gösterilmiştir. Şuna işaret edilmelidir ki, zorlanmış titreşimin genliği ω = p için sonsuz 
olmaktadır. Bu durumda, etkiyen kuvvet veya mesnet hareketi, verilen sistem ile rezonans 
haline gelir. Gerçekte, titreşimin genliği, söndürücü kuvvetler sebebiyle sonlu kalır. 
Bununla beraber böyle bir durumdan sakınmalı ve zorlanmış frekans, sistemin doğal 
frekansına çok yakın seçilmemelidir. Ayrıca görülüyor ki, (7.34) de, sinω t nin katsayısı 
ω < p için pozitifken, ω > p için negatiftir. Birinci halde zorlanmış titreşim, etkiyen kuvvet 
veya hareketli mesnet ile aynı fazda iken, ikinci halde bu 1800 faz dışıdır. 
 
7.6. Sönümlü Serbest Titreşimler 
 
Gerçekte bütün titreşimler bir ölçüde sürtünme kuvvetleri tarafından söndürülürler. Bu 
kuvvetler iki cisim arasındaki kuru sürtünme veya  Coulomb sürtünmesinden, rijit bir 
cismin bir akışkan içerisindeki hareketinden ortaya çıkan sıvı sürtünmesinden, veya 
görünüşte elastik olan bir cismin molekülleri arasındaki iç sürtünmeden meydana gelirler.  
 

 
 

Şekil 7.9 
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Özel olarak ilginç bir sönüm türü, az ve orta hızlarda, sıvı sürtünmesinden ortaya çıkan 
viskoz sönümdür. Viskoz sönümün en belirli özelliği, sürtünme kuvvetinin, hareket eden 
cismin hızı ile doğru orantılı olmasıdır. Örnek olarak katsayısı k olan bir yaya asılı bir m 
kütlesinin, bir direnç kutusunun (daşpot) silindirine bağlandığını kabul edelim (Şekil 7.9). 
Silindire etrafını saran sıvıdan etkiyen sürtünme kuvvetinin şiddeti c(dx/dt) ye eşittir. 
Burada  Nsan/m  cinsinden beliren ve viskoz sönüm katsayısı adını alan c katsayısı, 
akışkanın fiziksel özelliklerine ve direnç kutusunun yapısına bağlıdır. Buna göre hareket 
denklemi aşağıdaki gibi yazılır: 
 

( )∑ =−+−=↓+ 2

2
:

dt
xdm

dt
dxcxkWamF stδ  

stkW δ=  olduğu hatırlanacak olursa 

02

2
=++ kx

dt
dxc

dt
xdm     (7.36) 

elde edilir. (7.36) da tex λ=  konulursa karakteristik denklem elde edilir : 
 

  02 =++ kcm λλ     (7.37) 
Bunun kökleri 

m
k

m
c

m
c

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛±−=

2

2,1 22
λ     (7.38) 

 
olur. (7.38) de karekökün içini sıfır yapan c değeri cc kritik sönüm katsayısı olarak 
tanımlanırsa 

mp
m
kmc

m
k

m
c

c
c 220

2

2

===−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛    (7.39) 

yazılır; burada p, sönüm olmaması halinde, sistemin doğal frekansıdır. c  katsayısının  
değerine göre üç farklı sönüm hali ortaya çıkar : 
 
1. Kuvvetli sönüm: c>cc  . (7.37) karakteristik denkleminin 21 λλ ve  kökleri reel ve 
ayrıktır, ve (7.36) diferansiyel denkleminin genel çözümü 
 

    tt BeAex 21 λλ +=     (7.40) 
 

olur. Bu çözüm, titreşimsiz bir harekete karşı gelir. 21 λλ ve  nin her ikisi de negatif 
olduklarından t sonsuza giderken x sıfıra yaklaşır. Bununla birlikte gerçerkte sistem, sonlu 
bir zaman geçtikten sonra yeniden dengesini kazanır. 
 
2. Kritik sönüm: c=cc . Karakteristik denklemin pmcc −=−= 2/λ  şiddetinde çift katlı 
bir kökü vardır ve(7.36) nın genel çözümü 
 

tpeBtAx −+= )(      (7.41) 
 
dir. Elde edilen hareket yine titreşimsizdir. Kritik sönümlü sistemlerin, salınım 
yapmaksızın, en kısa zamanda tekrar denge konumlarına döndüklerinden, mühendislik 
uygulamalarında özel bir önemi vardır. 
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3. Zayıf sönüm: c<cc .  (7.37) nin kökleri kompleks ve eşleniktir, ve (7.36) nın genel 
çözümü 

         ( )qtBqtAex tmc cossin)2/( += −    (7.42) 
 
şeklindedir; burada q aşağıdaki bağıntı ile tanımlanır : 
 

  
2

2

2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

m
c

m
kq  

 
2/ pmk =  konur ve (7.39) göz önünde tutulursa 

 
2

1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

cc
cpq     (7.43) 

 
yazılır; burada c/cc  sönüm çarpanı adını alır. Kısım 7.2 de kullanılmış olana benzer bir 
ifade yerine konarak, (7.36) nın genel çözümü aşağıdaki formda yazılabilir : 
 

)sin()2/( φ+= − qtexx tmc
m    (7.44) 

 
 (7.44) ün tanımladığı hareket, genliği azalan bir titreşim hareketidir(Şekil 7.10). Her 
nekadar bu hareket, gerçekte, aynı biçimde tekrarlanmazsa da, Şekil 7.10 da görülen ve 
(7.44) eğrisinin değdiği iki limit eğriden biri üzerindeki ardışık iki noktaya karşı gelen 

q/2πτ =  zaman aralığı, genellikle sönümlü titreşimin periyodu olarak gösterilir. (7.43) e 
bakarak τ  nun karşıt sönümsüz titreşimin periyodundan daha büyük olduğunu görürüz. 
 

 
Şekil 7.10 
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9.7. Sönümlü Zorlanmış Titreşimler 
 
Bir önceki kısımda göz önüne alınan sistem, tPP m ωsin=  olarak değişen periyodik bir P  
kuvveti etkisinde kalırsa, hareket denklemi aşağıdaki şekli alır: 
 

tPkx
dt
dxc

dt
xdm m ωsin2

2
=++    (7.45) 

 
(7.45) in genel çözümü, (7.45) in bir özel çözümüne bir tamamlayıcı fonksiyon veya (7.36) 
homojen denkleminin genel çözümünü eklemekle elde edilir. Tamamlayıcı fonksiyon, göz 
önüne alınmış olan sönümün tipine bağlı olarak (7.40), (7.41) ve (7.42) de verilmiştir. Bu, 
en sonunda sönen geçici bir hareket gösterir. 
 
  Bu kısımda daha çok, (7.45) denkleminin  
 

)sin( ϕω −= txx mözel     (7.46) 
 
formundaki özel bir çözümü ile belirlenen, sürekli titreşim ile ilgileneceğiz. (7.45) de x 
yerine xözel  konularak 
 

tPtkxtxctxm mmmm ωϕωϕωωϕωω sin)sin()cos()sin(2 =−+−+−−   
 

elde edilir. ϕvexm  yi bulabilmek için, ϕω −t  yi sırayla, 0 ve π/2  ye eşitlersek 
 
 

ϕω sinmm Pxc =     (7.47) 

( ) ϕω cos2
mm Pxmk =−     (7.48) 

 
bulunur. (7.47) ve (7.48) in her iki tarafının karelerini alıp toplarsak 

( ) ( ) 22222
mm Pxcmk =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +− ωω    (7.49) 

elde edilir. (7.49) eşitliği xm ye göre çözülür, ve ayrıca (9.47) ve (9.48) taraf tarafa 
bölünürse 

( ) ( )
2222 ω

ωϕ
ωω mk

ctg
cmk

P
x m

m
−

=
+−

=   (7.50) 

 
bulunur. (7.4) den, p sönümsüz serbest titreşimin dairesel frekansı olmak üzere k/m=p2  ve 
(7.39) dan, sistemin kritik sönüm katsayısı cc olmak üzere, 2mp=cc olduğu hatırlanarak 

( )[ ] ( )( )[ ]222 //2/1

1
/ pccp

x
kP

x

c
m

m

m

m

ωωδ +−
==   (7.51) 

 
( )( )

( )2/1
//2

p
pcc

tg c

ω
ω

ϕ
−

=     (7.52) 

yazılır. (7.51) formülü, ω/p frekanslar oranı ve c/cc sönüm çarpanı cinsinden yazılan 
büyütme çarpanını gösterir. Bu, P=Pm sinω t şiddetinde etkiyen bir kuvvetin, veya yer 
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değişimleri δ=δm sin ω t  şeklinde değişen hareketli bir mesnedin meydana getirdiği 
devamlı titreşimin genliğini belirlemek için kullanılır. (7.52) formülü, etkiyen kuvvet veya 
mesnet hareketi ile sönümlü sistemin devamlı titreşimi arasındaki ϕ faz farkını aynı 
parametreler cinsinden tanımlar. Sönüm çarpanının çeşitli değerlerine karşı gelen 
frekanslar oranına göre, büyütme çarpanının değişimi Şekil 7.11 de gösterilmiştir. Buradan 
görülmektedir ki, zorlanmış titreşimin genliğinin küçük olabilmesi için, c viskoz sönüm 
katsayısını büyütmek, veya doğal ve zorlanmış frekansları birbirlerinden uzak tutmak 
gerekir. 
 

 
 

Şekil 7.11 
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1.1.Yer vektörü, hız ve ivme

t anındaki yer vektörü ,                 anındaki yer vektörür

Eğrisel Hareket:

Yer vektörü:

Doğrusal olmayan bir çizgi üzerinde harekete eğrisel hareket denir.

r′t t+ ∆

0 0 0

d d, lim , lim lim
d dort ani t t t

r r r PP s sv v v
t t t t t t∆ → ∆ → ∆ →

′∆ ∆ ∆
= = = = = =
∆ ∆ ∆ ∆

Yer vektörü Ortalama hız Ani hız ve yörünge hızı

v şiddetine maddesel noktanın yörünge hızı
denir.

0
lim
t

v dva
t dt∆ →

∆
= =

∆ İvme genel olarak maddesel noktanın yörüngesine teğet değildir.
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1.2. Vektör fonksiyonlarının türevleri:

)(uP , u skaler değişkeninin vektör fonksiyonudur. u değişkeni P
vektörünün şiddetini, doğrultusunu ve yönünü tam olarak 
tanımlar.           vektör fonksiyonunun türevi aşağıdaki 
şekilde tanımlanır;

)(uP

u
uPuuP

u
P

du
Pd

uu ∆
−∆+

=
∆
∆

=
→∆→∆

)()(limlim
00

vektör fonksiyonunun 
türevi P(u) nun ucunun çizdiği 
eğriye teğettir. 

)(uP

0 0

( ) ( ) d dlim lim
u u

d P Q P Q P Q
du u u du du∆ → ∆ →

+ ∆ ∆
= + = +

∆ ∆

du
PdfP

du
df

du
Pfd

+=
)(

du
QdPQ

du
Pd

du
QPd ..).(

+=

Vektörel çarpım komütatif değildir. 
Yerler değişirse işaret değişir.du

QdPQ
du
Pd

du
QPd

×+×=
× )(

Bu çarpımlar komütatif
olup yerler değişebilir.

Bu özellikleri bir            vektör fonksiyonunun türevinin dik bileşenlerini
bulmakta kullanalım.

)(uP

Vektör fonksiyonunun dik bileşenlerinin türevi:

nin sabit x, y, z dik eksenleri üzerindeki izdüşümlerini izleyen şekilde yazalım;P

kPjPiPP zyx ++=

Burada i, j, k birim vektörlerinin şiddetleri sabittir (1 e eşit) ve yönleri 
değişmemektedir. Bu nedenle onların türevleri sıfırdır.

k
du
dPj

du
dP

i
du
dP

du
Pd zyx ++=



4

Bir vektörün değişim hızı:
Bir       vektörü t zamanının fonksiyonu ise,               türevi ,      nin Oxyz takımına göre 
değişim hızını gösterir.       yi dik bileşenlerine ayırarak izleyen eşitlik elde edilir:                          

dtPd /

v
a

P
k

dt
dP

j
dt

dP
i

dt
dP

dt
Pd zyx ++=

Daha sonra görüleceği gibi, bir       vektörünün hareketli bir karşılaştırma takımından
gözlenen değişim hızı, genel olarak sabit bir karşılaştırma takımından gözlenen değişim hızından farklıdır.

Bununla birlikte, eğer hareketli  O’x’y’z’ takımı ötelenme yapıyorsa, yani 

eksenleri, sabit Oxyz takımının karşıt eksenlerine paralel kalıyorsa, iki 

takımda da aynı i, j, k birim vektörleri kullanılır ve P vektörünün Px, Py, Pz

bileşenleri, verilen bir anda her iki takımda da aynı olur.

Yukarıdaki eşitlikten,                değişim hızının, Oxyz ve O’x’y’z’

takımlarına göre aynı olduğu sonucu çıkar. O halde şunu 

söyleyebiliriz: Bir vektörün, sabit bir takıma göre değişim hızı ile 

ötelenme yapan bir takıma göre değişim hızı aynıdır.

1.3. Hız ve İvmenin Dik Bileşenleri
Bir P maddesel noktasının herhangi bir andaki yeri x, y, z
dik koordinatlarıyla tanımlanmışsa, o noktanın        hızının 
ve         ivmesinin de dik bileşenlere ayrılması kolay olur.

kzjyixr ++=

kzjyix
dt
rdv ++==

kzjyix
dt
vda ++==

P

P P

dtPd /
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Buraya kadar maddesel noktanın hareketini tanımlamak için bir tek takım kullanılmıştı. Pek çok durumda bu 

takım dünyaya bağlı alınmış ve sabit kabul edilmişti. Şimdi, aynı anda birden fazla karşılaştırma takımı

kullanmanın kolaylık sağlayabileceği halleri incelenecektir. Takımlardan biri dünyaya bağlı ise ona sabit 

karşılaştırma takımı, diğer takımlara ise hareketli karşılaştırma takımı adı verilecektir. Bununla birlikte sabit bir 

karşılaştırma takımının seçimi tamamıyla keyfidir. Herhangi bir takım sabit olarak alınabilir; o zaman bu takıma 

rijit bağlı olmayan bütün öteki takımlar hareketli sayılır. Uzayda hareket etmekte olan A ve B gibi iki maddesel 

nokta göz önüne alınsın. x, y, z sabit takım, x’y’z’ hareketli takım olsun.

1.4 Ötelenme Yapan Bir Takıma Göre Bağıl Hareket:

ABAB rrr /+=
dt
rd

dt
rd

dt
rd ABAB /+= ABAB vvv /+= ABAB aaa /+=

B nin, sabit Oxyz takımına göre hareketine, B nin salt hareketi denir. 
Bu kısımda çıkardığımız denklemler şunu göstermektedir : B nin salt 
hareketi, A nın hareketi ile A ya bağlanmış hareketli bir takıma göre B 
nin bağıl hızını bileştirerek elde edilebilir. Bununla birlikte, A’x’y’z’
takımının ötelenme yaptığını, yani A noktası hareket ettiği halde 
eksenlerin aynı doğrultuyu koruduğunu hatırdan çıkarmamak 
gereklidir. İleride görüleceği gibi dönme yapan karşılaştırma 
takımlarında, farklı bağıntılar kullanma zorunluluğu vardır.

1.5 Teğetsel ve normal bileşenler:

Bir maddesel noktanın hızının, maddesel noktanın yörüngesine teğet bir vektör olduğunu, fakat ivmesinin genel 
olarak yörüngeye teğet olmadığını Kısım 1.1 de görmüştük. Bazı hallerde, ivmeyi yörüngenin teğeti ve normali 
doğrultusunda bileşenlere ayırmak daha yararlı olmaktadır.
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Maddesel noktanın düzlemsel hareketi:
Önce şekil düzleminde bulunan bir eğri 
üzerinde hareket eden, bir maddesel 
noktayı göz önüne alacağız. Verilmiş bir 
anda maddesel noktanın yeri P olsun. P 
ye, maddesel noktanın yörüngesine teğet 
olan ve hareket doğrultusu yönünde bir

birim vektörü bağlansın. Noktanın 
biraz sonraki P’ yerine karşı gelen birim 
vektör      olsun.

ti

ti ′

2sin( / 2)ti θ∆ = ∆ 1
2/

)2/sin(lim)2/sin(2lim
00

=
∆
∆

=
∆
∆

→∆→∆ θ
θ

θ
θ

θθ

tiBu durumda limitte, maddesel noktanın yörüngesine normal,        nin döndüğü

yönde bir birim vektör elde edilmektedir. Bu vektörü ile göstererekni

0
lim t t

n
i dii

dθ θ θ∆ →

∆
= =

∆
yazılabilir. Maddesel noktanın      hızı yörüngeye teğetv

tivv =

Yörüngenin eğrilik yarıçapı olup ds/dt=v ,

dt
id

vi
dt
dv

dt
vda t

t +==elde etmek için bu ifadenin t ye göre türevi alınırsa

elde edilir. Türev işleminde zincir kuralı dikkate alınarak izleyen bağıntı elde

dt
ds

ds
d

d
id

dt
id tt θ

θ
=

nt idid =θ/ ile birlikte şekilden 

olduğundan yazılabilir.Maddesel noktanın ivmesini

edilir: ρ

/ 1/d dsθ ρ= olduğu görülürse

2

t n t t n n
dv va i i a i a i
dt ρ

= + = + olur.
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Elde edilen bu bağıntılar, ivmenin teğetsel bileşeninin maddesel noktanın hızının şiddetinin türevine, normal
bileşeninin ise hızın karesinin yörüngenin eğrilik yarıçapına bölümüne eşit olduğunu ifade etmektedir. Hızın 
artması ya da azalmasına bağlı olarak at pozitif veya negatif olur ve an vektör bileşeni ise daima yörüngenin C 
eğrilik merkezine doğru yönlenmiştir . Yukarıdan anlaşılmaktadır ki ivmenin teğetsel bileşeni, maddesel noktanın 
hızının şiddetinin değişimini yansıtmakta, normal bileşeni ise, noktanın hızının doğrultusundaki değişimi 
yansıtmaktadır. Bir maddesel noktanın ivmesinin sıfır olması için bu iki bileşenin de sıfır olması gereklidir. O 
halde bir eğri üzerinde sabit hızla hareket eden bir maddesel noktanın ivmesinin sıfır olması ancak noktanın, 
eğrinin bir büküm noktasından geçmesi (büküm noktasında eğrilik yarıçapı sonsuzdur) ile veya eğrinin bir doğru 
olması ile mümkündür. İvmenin normal bileşeninin, maddesel noktanın izlediği yörüngeye bağlı olduğu gerçeği, 
uçak kanatları, demiryolu rayları gibi birbirinden çok değişik sistem ve mekanizmaların yapımında dikkate alınır. 
Bir kanadın yanından geçen hava zerrelerinin ivmesindeki ani değişimlere engel olmak için, kanat profilleri eğrilik 
yarıçapında ani değişmeler olmayacak şekilde yapılır. Demiryolu kurbalarını inşa ederken de vagonlarrın
ivmelerindeki ani değişimlerin önüne geçmek için benzer dikkat gösterilir (çünkü bu değişmeler teçhizata sert etki 
yapar ve yolcuları rahatsız eder). Örneğin, yolun doğrusal kısmının hemen arkasından dairesel bir kısım yapılmaz. 
Doğru bölgesindeki sonsuz eğrilik yarıçapından dairesel bölgedeki sonlu eğrilik yarıçapına düzgün olarak 
geçmeye yardımcı olmak için özel geçiş bölgeleri (rakordman) kullanılır.
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1.6. Kutupsal Koordinatlarda Bileşenler
Düzlemsel hareketteki bazı problemlerde P maddesel noktasının yeri, r ve     

kutupsal koordinatları yardımıyla tanımlanır. O zaman maddesel noktanın hızını ve 

ivmesini, OP doğrusuna paralel ve dik bileşenlere ayırmak daha elverişli olur. Bu 

bileşenlere radyal ve radyale dik (enine) adı verilir.

θ

P  ye                 olmak üzere iki birim vektör konsun. θiveir ri

θi

radyal doğrultuyu,

radyale dik doğrultuyu tanımlar.

r
r i

d
id

i
d
id

−==
θθ
θ

θ

rr r i=

θ
θ

d
id

dt
dri

dt
dr

dt
id

ri
dt
dr

dt
rdv r

r
r

r +=+==

θθ irirv r +=

dt
id

ririr
dt
id

rir
dt
vda r

r
θ

θθ θθθ ++++==

rr idtidveidtid θθ θθ −== //

θθθθ irrirra r )2()( 2 ++−=
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1.7. Maddesel noktanın uzay hareketine genişletme: Silindirik koordinatlar:

Bir P maddesel noktasının uzaydaki yeri bazen  R ,     ve z
silindirik koordinatları yardımıyla tanımlanır (Şekil 1.13a).

Şekil 1.13

(b)

(a)

θ

Bu durumda Şekil 1.13b de gösterilmiş olan                   birim 
vektörlerini kullanmak uygun olur.

kveiiR θ,

P noktasının      yer vektörü, vektörler doğrultusunda bileşenlerine 
ayrılarak izleyen şekilde yazılabilir:

r

Rr R i z k= + (1.36)

Şekil 1.13 den faydalanılarak P noktasının hız ve ivme değerleri 
aşağıdaki şekilde elde edilir:

kziRiR
dt
rdv R ++== θθ

kziRRiRR
dt
vda R +++−== θθθθ )2()( 2

(1.37)

(1.38)
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İki maddesel nokta karşılıklı olarak eşit ve zıt yönlü kuvvetleri ile birbirini çeker ; bu kuvvetlerin şiddeti şu 
formülle verilir :

Bir maddesel noktaya etkiyen bileşke kuvvet sıfırsa maddesel nokta (başlangıçta hareketsiz ise) hareketsiz 
kalır veya (başlangıçta harekette ise) bir doğru üzerinde sabit hızla hareketine devam eder.

2.1 Newton’ un Üç Temel Kanunu ve Çekim Kanunu:
Birinci Kanun:

İkinci Kanun:

Eğer bir maddesel noktaya etkiyen bileşke kuvvet sıfır değilse, maddesel nokta bu bileşke kuvvetin şiddeti 
ile orantılı ve bileşke kuvvetin doğrultu ve yönünde bir ivme kazanır. Bu kanun

F m a= (2.1) şeklinde ifade edilir.
Üçüncü Kanun:

Birbirine değen cisimler arasındaki etki ve tepki kuvvetleri aynı şiddettedir, aynı tesir çizgisi üzerindedir ve 
zıt yöndedir.

Newton’ un çekim kanunu:

2r
MmGF = (2.2)

G: Çekim sabiti

r: İki maddesel nokta arasındaki uzaklık

M, m: Maddesel noktaların kütleleri
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Özel Durum:

2

MmF G
R

=Kütlelerden birinin dünya olması durumunda                      olur. Burada M dünyanın kütlesi, R dünyanın 

yarıçapı ve                     alınır ve adına yerçekimi ivmesi denirse                   olur. W ye cismin ağırlığı denir. 

Maddesel nokta aynı anda birden fazla kuvvet etkirse bu durumda Newton’un 2. kanunu                     şeklini           

Yukarıdaki formüllerde R nin değeri göz önüne alınan noktanın yüksekliğine ve aynı zamanda enlemine 
de bağlıdır. Nokta yeryüzünde kaldığı sürece bir çok mühendislik hesaplarında g yi 9.81 m/sn2 ye eşit 
kabul etmek yeteri kadar doğrudur.

alır. Burada            maddesel noktaya etkiyen bütün kuvvetlerin vektörel toplamını veya bileşkesini 

göstermektedir.

Mekanikte kullanılan temel kavramlar uzay, zaman, kütle ve kuvvettir. 

Birimler:

2

G Mg
R

= W m g=

∑ = amF

∑ F

Uzay: P maddesel noktasının yeri kavramı ile yakından ilgilidir. P nin yeri, bir karşılaştırma noktası veya 
başlangıçtan itibaren verilen üç doğrultuda ölçülen üç uzunlukla tanımlanır. Bu uzunluklara P nin
koordinatları adı verilir.

Zaman: Zamanla koordinatlar değiştiğinden zamanın bilinmesi gereklidir.

Kütle: Kütlesi aynı olan iki cismin dünya tarafından aynı şiddette çekim kuvveti etkisi altındadır.

Kuvvet: Bir cismin diğeri üzerine etkisini gösterir. Ya gerçek dokunma sonucunda veya çekim kuvveti, 
manyetik kuvvetlerde olduğu gibi uzaktan uygulanabilir. 
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Tablo 2.1. Birim sistemleri

Newton mekaniğinde uzay, zaman ve kütle birbirlerinden bağımsız, mutlak kavramlardır. Kuvvet 
kavramı ise diğer üçüne F=ma bağıntısı ile bağlıdır. Birimler F=ma bağıntısını sağlayacak şekilde 
seçildiklerinde kinetik açıdan uyuşurlar.

Ayak (ft)
Libre (lb)
Saniye (san)
Slug (lb san2/ ft)

Metre (m)
Kilogram (kg)
Saniye (san)
kg san2/m

Uzunluk
Kuvvet
Zaman
Kütle, F =ma
dan

ÇekimselÇekimsel

Ayak (ft)
Libre (lb)
Saniye (san)
Poundal (lb ft /san2

Santimetre (cm)
Gram (gr)
Saniye (san)
Din(gr cm/san2)

Metre (m)
Kilogram (kg)
Saniye (san)
Newton (kg 

m/san2)

Uzunluk
Kütle
Zaman
Kuvvet,F=ma
dan

SaltSalt (CGS)Salt (MKS)

İngiliz sistemleriMetrik sistemlerBoyutlar

Mekanikte temel büyüklükler uzunluk, zaman ve kuvvet seçildiğinde bu sisteme teknik sistem, 
mühendislik sistemi veya çekimsel sistem adı verilir ve bu sistem mühendisler tarafından kullanılır. 

Metrik sistemde uzunluk için metre, kuvvet için kilogram, zaman için saniye kullanılır. Bu sistemde 
türev büyüklük olan kütle Newton’un ikinci kanunundan kgfs2/m olarak  bulunur ve özel bir adı yoktur.
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Salt birimler sisteminde (MKS) kuvvet birimi olan Newton, 1kg kütlesindeki bir cisme 1 m/san2 lik
ivme veren bir kuvvet olarak tanımlanmaktadır. Çekimsel birimler sisteminde kuvvet olarak alınan 
Kilogram ise, kütlesi 1 kg olan bir cisme,  deniz düzeyinde ve 45o enlemde yeryüzünün uyguladığı
kuvvet olarak tanımlanmaktadır. Böyle bir yerde serbest düşen bir cismin ivmesi 9.81 m/san2

olduğundan, 1kg kuvvetin, 1 kg lik kütleye 9.81 m/san2 lik bir ivme verdiğini görürüz. Bu tanımlara 
göre                                         olduğu görülmektedir.

Çekimsel sistemin mahzuru kuvvetin tanımının yerçekimine bağlı olmasıdır. Bu nedenle de 
noktadan noktaya az da olsa değişir. 

Nkuvvetkg 81.91 ≈

Hareket Denklemleri: Dinamik Denge:

)()( kajaiamkFjFiF zyxzyx ++=++∑ Yandaki denklemin sol tarafına dış kuvvetler, sağ
tarafına ise efektif kuvvetler denir.

Eğer sağ taraf sol tarafa geçirilirse:                             denklemi elde edilir. Newton’un Newton’un 
ikinci hareket kanunu bu şekilde yazılınca maddesel nokta dinamik dengededir denir ve göz 
önüne alınan problem daha önce statikte kullanılan yöntemler yardımı ile çözülebilir (Şekil 2.2b).

0=∑ − amF

Şekil 2.2

ma−
ifadesine atalet vektörü denir ve 
maddesel noktayı hareket ettirmek 
veya hareket koşullarını değiştirmek 
istediğimiz zaman maddesel 
noktanın gösterdiği direnişin 
ölçüsüdür. Bu nedenle çoğu zaman 
atalet kuvveti adını alır.

Dış Kuvvetler
Efektif Kuvvetler

Dinamik denge
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Maddesel Noktalar Sistemi: D’ Alembert İlkesi:

Birden fazla maddesel noktanın hareketi 
söz konusu oluyorsa, Newton’un ikinci 
kanunu her  bir maddesel nokta için ayrı
ayrı yazılabilir.

Bununla beraber, rijit cisimde olduğu gibi 
çok sayıda maddesel noktadan oluşan bir 
sistem halinde, sistemi bir bütün olarak göz 
önüne almak genellikle daha kolay olur.

F1, F2: Dış kuvvetler
Fij: İç kuvvetler
Fij=-Fji

Bu durumda sistemdeki bir maddesel noktaya etkiyen kuvvetler şunlardan 
oluşur:

1) Sistemin dışındaki dış kuvvetler
2) Sistemin diğer maddesel noktalarının uyguladığı iç kuvvetler

1

1 2
2 ( )

Dış kuvvetlerin toplamı=Efektif kuvvetlerin toplamı
( ( )

AC AB A A

A A B B C C
BC AB B B

AC BC C C

F f f m a
F F m a m a m aF f f m a

f f m a

⎫+ + =
⎪ + = + +⎪+ + − = ⎬
⎪− + − = ⎪⎭

D’Alembert İlkesi: Bir maddesel noktalar sistemine etkiyen dış kuvvetler, sistemin çeşitli 
noktalarına etkiyen efektif kuvvetlere eşdeğerdir. Buradan aynı zamanda şu sonuç çıkar:

∑ ∑ ×= )()( amrM ışdo
Yani, dış kuvvetlerin bir o noktasına göre momentlerinin toplamı, aynı o 
noktasına göre efektif kuvvetlerin momentlerinin toplamına eşittir.

1 1

m n

dış i i
i i

F m a
= =

=∑ ∑

(3)
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Denklemi maddesel noktalar sisteminin kütle merkezi göz önüne alınarak değişik 
bir şekilde yazılabilir. Sistemin kütle merkezi 

1 1 1
i

m n n

dış i i i
i i i

F m a m a
= = =

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

Bir Maddesel Noktalar Sisteminin Kütle Merkezinin Hareketi:

; ;i i i i i i

i i i

m x m y m z
x y z

m m m
= = =∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑

r x i y j z k= + +

r
1 1

n n

i i i
i i

m r m r
= =

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ : sistemin kütle merkezinin yeri

1 1 1 1

dd
d d

n n n n
i

i i i i i
i i i i

vvm m m a m a
t t= = = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ∑

1 1 1 1

d d
d d

n n n n

i i i i i i
i i i i

m r m r m v m v
t t= = = =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞= = =⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ ∑

( ) ( )
1 1

m n

i i i i i
i i

m x i y j z k m x i y j z k
= =

⎛ ⎞ + + = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑

1 1

m n

dış i i
i i

F m a
= =

=∑ ∑
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Bir maddesel noktalar sisteminin kütle merkezi, sistemin bütün kütlesi ve bütün dış kuvvetleri bu 

noktada toplanmış gibi hareket eder. Bu ilke en iyi şekilde, patlayan bir merminin hareketi ile 

canlandırılabilir. Mermi patladıktan sonra mermi parçalarının  G kütle merkezi, aynı yörünge üzerinde 

harekete devam edecektir. Gerçekten, G noktası, parçaların kütle ve ağırlıkları G de toplanmış gibi 

hareket etmek zorundadır; şu halde bu nokta sanki mermi patlamamış gibi hareket edecektir. 

Ortaya konan bu ilke, maddesel noktalar sisteminin kütle merkezi etrafındaki hareketi ile 

ilgilenilmiyorsa, sadece kütle merkezinin hareketi ile ilgileniliyorsa, maddesel noktalar sisteminin 

yerine, kütlesi sistemin kütlesine eşit bir maddesel nokta konulabileceğini gösterir. Bununla beraber 

efektif kuvvetler sistemi, genel olarak G kütle merkezine bağlanmış bir             vektörüne eşit olmaz. 

Çünkü efektif kuvvetlerin bileşkesi ve dolayısıyla dış kuvvetlerin bileşkesi, genel olarak maddesel 

noktalar sisteminin kütle merkezinden geçmez.

Maddesel Noktanın Eğrisel Hareketi:

∑ am)(

Bir P maddesel noktası eğrisel bir yörünge üzerinde hareket ediyorsa ivmesinin dik bileşenlere, 

teğetsel ve normal bileşenlere veya radyal ve radyale dik bileşenlere ayrılabildiği görülmüştü. Şu 

halde Newton’ un ikinci hareket kanununu ifade etmek için bu gösterim yöntemlerinden her hangi biri 

kullanılabilir.
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Dik Bileşenler:
; ;

; ;

x x y y z z

x y z

F m a F m a F m a

F m x F m y F m z

= = =

= = =

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

Teğetsel ve Normal  Bileşenler:
2

;

;

t t n n

t n

F m a F m a

dv vF m F m
dt ρ

= =

= =

∑ ∑

∑ ∑

Kutupsal Koordinatlarda  Bileşenler:
2

;

( ); ( 2 )

r r

r

F m a F m a

F m r r F m r r

θ θ

θθ θ θ

= =

= − = +

∑ ∑

∑ ∑



3. MADDESEL NOKTALARIN KİNETİĞİ :  İŞ VE ENERJİ
3.1. Giriş

denklemi ile kinematiğin ilkeleri birleştirilirse iki yeni çözümleme yöntemi daha elde edilebilir : 
•iş ve enerji yöntemi 
•impuls ve momentum yöntemi
Bu yöntem üç önemli kavrama dayanır : 
•Bir kuvvetin işi kavramı
•potansiyel enerji kavramı
•maddesel noktanın kinetik enerjisi kavramı
3.2. Bir Kuvvetin İşi
•Bir kuvvetin işi kavramı
•potansiyel enerji kavramı
•maddesel noktanın kinetik enerjisi kavramı

3.3. Maddesel Noktanın Kinetik Enerjisi

amF =

Bir A noktasından yakınındaki A ′  noktasına hareket eden bir
maddesel nokta göz önüne alalım (Şekil 3.1). A noktasına karşı 
gelen yer vektörü r  ile gösterilirse, A ile A ′  yü birleştiren küçük 
vektör rd  diferansiyeli ile gösterilir. rd  vektörüne maddesel 
noktanın yer değiştirmesi adı verilir. 

dW F d r= ⋅
αcosdrFdW =

∫ ⋅=→

2

1

21

A

A
rdFW

)(
22

.

2
1

2
2

2

21

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

vvmmvvdvmvdvm

rd
dt
vdmrdamrdFW

v

v

v

v

A

A

A

A

A

A

A

A

−=∫ =∫ =⋅

∫ =⋅∫ ==∫ ⋅=→

1 2 2 1k kW E E→ = −

buradaki 2)2/1( mv  ifadesi maddesel noktanın kinetik enerjisi olarak 
adlandırılıp Ek  ile gösterilir ve skaler bir büyüklüktür.  



3.4. Potansiyel Enerji

Bu ifade, konservatif olmayan kuvvetlerin yaptığı işin, toplam potansiyel enerjideki değişim ile toplam 
kinetik     enerjideki değişimin toplamına eşit olduğunu göstermektedir.

Potansiyel enerji, bir cismin konumu sebebiyle iş yapma kapasitesi olarak tanımlanmaktadır. φ skaler bir fonksiyon olarak 
tanımlansın. Bu fonksiyonun değeri konum koordinatlarına bağlıdır. Bir F  kuvvetini böylesi bir fonksiyonun gradyeni 
olarak ifade edelim: 

k
z

j
y

i
x

F
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
φφφ

Bu kuvvetin yaptığı iş, işin tanımından

( )
2

1

1 2 2 1( ) . .kW F d r i j k dxi dyj dzk dx dy dz d
x y z x y z

ϕ

ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ→

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = + + + + = + + = = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫

olur. kW )( 21→  konservatif kuvvetin işi olarak adlandırılmaktadır. Burada φ  ye iş fonksiyonu 
dersek, bunun değeri fonksiyonun ilk ve son değerlerine bağlıdır ve iki nokta arasında yapılan iş
izlenen yoldan bağımsız kalmaktadır (Şekil 3.4a). Eğer kuvvet A1 den  A2 ye gittiğinde kapalı bir 
yörünge çiziyorsa (A1 ile A2 üst üste düşer) işin sıfır ettiği görülür (Şekil 3.4b). Böylesi bir
φ  fonksiyonunun gradyeni olarak yazılabilen kuvvete de konservatif kuvvet denmektedir. Bu
durumda φ−=pE  olarak tanımlanan ifadeye  potansiyel enerji fonksiyonu adı verilir. 

3.5. İş ve Enerji İlkesi

ko WWW )()( 212121 −−→ +=

Burada kW )( 21→  konservatif kuvvetlerin işi olduğuna göre oW )( 21→  konservatif olmayan kuvvetlerin
işi olur. Konservatif olmayan kuvvetlerin işi maddesel noktanın aldığı yola bağımlı kalmaktadır.
Böylesi kuvvetlere örnek olarak sürtünme kuvveti verilebilir. 

121221122121 )()( kkppokkppo EEEEWEEEEW −+−=→−=−+ −−

1212 , kkkppp EEEEEE −=∆−=∆

kpo EEW ∆+∆=→ )( 21



3.6. Bazı Kuvvetler İçin Potansiyel Enerji İfadeleri
Sabit kuvvet: Sabit bir kuvvet kcjbiaF ++=∇= φ  olarak verildiğine göre Ep potansiyel enerji fonksiyonunu bulalım:  

; ;x y zF F F
x y z
ϕ ϕ ϕ∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂

1 1

1 1 2 2

2 2 3 3 3

y ve z değişkenlerine bağlı, x den bağımsız.

z değişkenine bağlı, x ve yden bağımsız.

sıfır alınabilir.

x

y y

z z

a a dx ax c c
x

b c c by c c
y

c c c cz c ax by cz c c
z

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

∂
= = → = = +

∂
∂

= = = → = +
∂
∂

= = = → = + = + + +
∂

∫

φ−=pE czbyaxE p −−−=
Enerji fonsiyonu
ve 

de
n olarak  elde edilir.

Yerçekimi kuvveti:  Şekil 3.5 de verilen eksen takımı için kmgF −=

olmaktadır. Böylesi bir kuvvetin potansiyel enerji fonksiyonu sabit kuvvet için
izlenen işlem aşamaları tekrarlanarak elde edilir. Bu aşamalar aşağıda
verilmiştir: 

F mgk i j k
x y z
ϕ ϕ ϕ∂ ∂ ∂

= − = + + →
∂ ∂ ∂

0, d mg
x y z dz
ϕ ϕ ϕ ϕ∂ ∂ ∂

= = = = − →
∂ ∂ ∂

∫ +−=−= cmgzdzmgφ

φ−=pE mgzEccmgzE pp =→=−=−= 0φ

Yay kuvveti :  Yay  kuvveti durumunda, şekil 3.6 da seçilen eksen takımı 
için, yayın x ekseninin artı yönünde x kadar çekilmesi durumunda, yayın 
maddesel noktaya etki ettirdiği kuvvet ixkF −=  olmaktadır. Bu kuvvet, 
bir φ  skaler fonksiyonunun gradyeni olarak 

k
z

j
y

i
x

ikxF
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=−=
φφφ

0, =
∂
∂

=
∂
∂

−=
∂
∂

zy
kx

x
φφφ ckx +=−= 2

2
1φ

22

2
10,

2
1 kxEcckxE pp =→=−=

)(
2
1 2

1
2
2 xxkE p −=



4.MADDESEL NOKTALARIN KİNETİĞİ:İMPULS VE  MOMENTUM
4.1. İmpuls ve Momentum İlkesi
Bu yöntem impuls ve momentum ilkesine dayanır ve kuvvet, kütle, hız ve zamanla ilgili problemler için özellikle elverişlidir.

Bir F  kuvvetinin etkisinde bulunan bir m maddesel noktası göz önüne alalım. Newton’ un ikinci kanunu olan amF =  da dtvda /=

koyarsak 

( )d v dF m F m v
dt dt

= → =

2 2

1 1

2 1 1 2( )
t t

t t

F dt d mv F dt mv mv mv F dt mv= → = − → + =∫ ∫

vm  vektörüne, maddesel noktanın doğrusal momentumu veya momentumu denir. Bu, maddesel noktanın hızı ile aynı 
doğrultudadır ve şiddeti Nsan ile ölçülür. Buradaki denklem maddesel noktaya etkiyen F  kuvvetinin, maddesel noktanın 
momentumundaki değişim hızına eşit olduğunu ifade etmektedir. Bu şekil, ikinci kanunun Newton tarafından ilk ifade edildiği
şekildir. 

2 2 2

1 1 1

1 2 1 2 1 2( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( )
t t t

x x x y y y z z z
t t t

m v F dt m v mv F dt m v m v F dt mv+ = + = + =∫ ∫ ∫

Kinetik enerji, potansiyel enerji ve iş skaler büyüklükler 
olduğu halde, momentum ve impulsun vektörel büyüklükler 
olduğuna dikkat edilmelidir.

Maddesel noktaya birden fazla kuvvet etkiyorsa, her bir kuvvetin impulsu göz önüne alınmalıdır. O zaman

∑ =+ → 2211 vmİmpvm

Buradaki integrale göz önüne alınan zaman aralığındaki 
doğrusal impuls veya sadece impuls adı verilir.



4.2. Maddesel Noktalar Sistemi
Her bir maddesel nokta için ayrı ayrı impuls-momentum denklemi yazılırsa

1 1 2 2mv İmp mv→+ =∑ ∑ ∑
Bu eşitlikte iç ve dış kuvvetlerin impulsları da işe girmektedir. Oysa iç kuvvetler birbirine eşit şiddette ve zıt yönde, 
aynı tesir çizgisi üzerinde bulunan ikişer kuvvet olarak meydana geldiklerinden, bunların impulslarının toplamı sıfır 
eder ve sadece dış kuvvetlerin impulslarını göz önüne almak yeterli olur.

∑ ∑ ∫ ∑=+
2

1

21

t

t
ışd vmdtFvm

Maddesel noktalar sisteminin G kütle merkezi göz önüne alınırsa denklem aşağıdaki gibi yazılabilir. 

( ) ( )m r m r mv m v= → =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑=+ − 2211 )()( vmİmpışDvm

4.3. İmpulsif Kuvvetler

Çarpışma süresinde impulsif olmayan bir kuvvetin impulsu
ihmal edilebilir: Ağırlık kuvveti, yay kuvveti bilinen kuvvetler 
olup ihmal edilebilirler.  Bilinmeyen reaksiyon kuvvetleri 
impulsif olabilir veya olmayabilirler. Bunların ihmal edilebilir 
olduğu gösterilmedikçe denklemlere katılmaları gereklidir.

∑ =∆+ 21 vmtFvm

Bulunan denklemin bütün dış kuvvetlerin kütlesi                olan bir tek maddesel noktaya etkimesi halinde elde edilecek 
denklemle özdeş olduğuna dikkat edilmelidir. Bununla beraber bu denklemin maddesel noktalardan oluşan sistemi tam 
olarak karakterize etmediğini belirtmekte yarar vardır.

m∑

İmpulsif kuvvet: Maddesel noktaya çok kısa bir zaman aralığında etkimesine karşın momentumunda belirgin bir değişim 
meydana getiren kuvvetlere denir. Örneğin bir beyzbol topuna sopadan gelen kuvvet impulsiftir.



4.4. Momentumun Korunumu
Bir maddesel noktalar sistemine etkiyen dış kuvvetlerin impulsları toplamı
sıfır ise, sistemin toplam momentumu sabit kalır.

Bir maddesel noktalar sistemine etkiyen dış kuvvetlerin impulsları toplamı
sıfır ise sistemin kütle merkezi sabit hızla hareket eder.

∑ ∑ ∑=+ → 2211 vmİmpışDvm

( ) ( )1 2 1 2mv mv m v m v= → =∑ ∑ ∑ ∑ 1 2v v=

Momentumun korunumunda iki farklı hale sık sık rastlanır :
1. Sisteme etkiyen dış kuvvetler göz önüne alınan süre içerisinde birbirini dengelemektedir. Zaman aralığı ne kadar uzun olursa
olsun ∑ =− 021İmpışD  olur ve (4.11) formülü uygulanır.  

1 2 0 A A B Bmv mv m v m v′ ′= → = +∑ ∑

vmmvm BAAA ′+=+ )(0

∑ ∑ ∑=+ → 2211 vmİmpışDvm

0sin
)(0cos

=∆+−

′+=+
tPvm

vmmvm

AA

BAAA

α
α

Kayık ağırlıkları ve kaldırma kuvvetleri birbirlerini 
dengelediklerinden bunların impulsları toplamı sıfır eder.

2. Gözönüne alınan zaman aralığı çok kısa olup tüm dış kuvvetler impulsif olmayan tiptendir. Bu durumda 

1 2 0D ış İmp → =∑ olur.

Mermi şekildeki gibi küreye vurduğunda ipteki kuvvet sıfır olur ve küreyle 
merminin ağırlığı dengelenmemiş kalır. Fakat zaman çok kısa olduğundan 
ağırlığın impulsu ihmal edilebilir. Bu durumda                                   olur.

Mermi şekildeki gibi küreye aşağıya doğru hareket ederek saplansın.

x doğrultusunda momentum korunur, y doğrultusunda korunmaz.

1 2 0v v= =



4.5. Çarpışma
• İki maddesel noktanın çok kısa bir süre içinde birbirine dokunup, bu anda karşılıklı olarak birbirlerine oldukça 

büyük kuvvetler uygulamalarına çarpışma denir. Çarpışma süresindeki dokunma yüzeylerinin ortak normaline 
çarpışma doğrusu adı verilir. Çarpışan cisimlerin kütle merkezleri bu normal üzerinde ise, çarpışmaya 
merkezsel çarpışma denir. Aksi halde çarpışma, merkezsel olmayan çarpışma adını alır. 

• İki cismin hızı, çarpışma doğrusu üzerinde ise çarpışmaya doğru çarpışma denir. Öte yandan cisimlerden biri 
veya her ikisi çarpışma doğrusundan farklı bir doğru üzerinde hareket ediyorsa, çarpışmaya eğik çarpışma 
denir.

4.6. Doğru Merkezsel Çarpışma

(a) Çarpışmadan önce (b) Maksimum şekil (c) Çarpışmadan sonra
değiştirme konumunda

BBAABBAA vmvmvmvm ′+′=+

BBAABBAA vmvmvmvm ′+′=+

∫ =− umPdtvm AAA

∫ ′=− AAA vmRdtum

(a)Doğru merkezsel            (b)Eğik merkezsel                  c) Merkezsel olmayan
Çarpışma                              çarpışma                                çarpışma

Geri dönüş süresi :

Şekil  değiştirme süresi :

∫
∫=

dtP
dtR

e

benzer şekilde B cismi için;A cismi için

uv
vue

A

A

−
′−

=
B

B

vu
uve

−
−′

=

BA

AB

BA

BA

vv
vv

vuuv
uvvue

−
′−′

=
−+−
−′+′−

=
)()(
)()(

Genel olarak geri dönüş süresinde etkiyen R kuvveti şekil değiştirme süresinde 
etkiyen P kuvvetinden farklıdır ve  Rdt∫ impulsunun şiddeti Pdt∫
küçüktür. e değeri daima 0 ile 1 arasındadır ve daha çok çarpışan cisimlerin yapıldığı malzemeye bağlıdır.

nin şiddetinden



Özel haller:

Tam elastik çarpışma halinde sistemin momentumundan başka enerjisinin de korunduğuna dikkati 
çekmek yerinde olur.

1. e = 0, tam plastik çarpışma. iki cisim çarpıştıktan sonra birbirine bitişik kalır.  Momentum korunur, enerji korunmaz 
vmmvmvm BABBAA ′+=+ )(

BAAB vvvv −=′−′

)()( BBBAAA vvmvvm −′=′−

BBAA vvvv ′+=′+
2 2 2 2

( )( ) ( )( )

( ) ( )
A A A A A B B B B B

A A A A B B B B

m v v v v m v v v v

m v m v m v m v

′ ′ ′ ′− + = − +

′ ′− = −
2222 )(

2
1)(

2
1

2
1

2
1

BBAABBAA vmvmvmvm ′+′=+

Ancak unutulmamalıdır ki, çarpışmanın genel halinde, yani e nin 1 e eşit olmadığı halde, sistemin mekanik 
enerjisi korunmaz. Bu, her hangi verilen halde, çarpışmadan önce ve sonraki kinetik enerjileri karşılaştırarak 
gösterilebilir. Kaybolan kinetik enerji kısmen ısıya dönüşür, kısmen de çarpışan cisimlerde elastik dalgalar 
doğurmaya harcanır.

4.7. Eğik Merkezsel Çarpışma
Şimdi çarpışan cisimlerin hızlarının, çarpışma doğrultusunun üzerinde bulunmadığı hali 
göz önüne alınırsa, bu haldeki çarpışmaya eğik denir. Cisimlerin çarpışmadan sonraki 

BA vvev ′′  hızları gerek şiddet, gerek doğrultu bakımından bilinmediği için, bunların 
belirtilmesi dört bağımsız denklem kullanılmasını gerektirecektir.  
x  eksenini çarpışma doğrultusunda, y eksenini ise değme yüzeylerinin ortak 
teğeti üzerinde seçelim. Cisimlerin tam cilalı ve sürtünmesiz olduğunu kabul 
edersek çarpışma sırasında cisimlere etkiyen impulsif kuvvetlerin,sadece x
ekseni doğrultusundaki iç kuvvetler olduğunu görürüz. O halde şunları ifade 
edebiliriz: 1. A cisminin momentumunun y bileşeni korunur.

2. B cisminin momentumunun y bileşeni korunur.
3. Sistemin toplam momentumunun x bileşeni korunur.
4. İki cismin çarpıştıktan sonraki bağıl hızlarının x bileşeni, çarpışmadan önceki bağıl 

hızlarının x bileşenlerini, çarpışma katsayısı ile çarparak elde edilir.
x doğrultusunda

;
x x x x

x x

x x

A A B B A A B B

B A

A B

m v m v m v m v

v v
e

v v

′ ′+ = +

′ ′−
=

−

doğrultusunda
0

0

0

y y A

y y B

y y

A A A A y

B B B B y

A A yA A A

y
m v m v I

m v m v I

m v I m v

′= =

′= =

′+ =

doğrultusunda
0

0
z z A

z z B

A A A A z

B B B B z

z
m v m v I

m v m v I

′= =

′= =

2. e=1, tam elastik çarpışma, momentum ve enerji korunur.



4.8. Enerji ve Momentumla İlgili Problemler
• Kinetik problemlerin çözümü için artık elimizde üç farklı yöntem bulunmaktadır: 
• temel denklemini uygulamak,
• iş ve enerji yöntemi, 
• impuls ve momentum yöntemi.
• İş ve enerji yönteminin, bir çok durumlarda  denkleminin doğrudan doğruya uygulanmasından 

daha çabuk sonuca götür. Ancak iş ve enerji yönteminin eksiklikleri vardı ve bu yöntemin bazen,            
denklemini kullanarak tamamlanması gerekli oluyordu. Örneğin, ivmeyi veya normal reaksiyonları
hesaplamak isteyince bu durum ortaya çıkıyordu.

• İmpulsif kuvvetlerin bulunmadığı problemlerde, impuls ve momentum yöntemini kullanmak genellikle 
büyük bir üstünlük sağlamaz. Normal olarak                        denklemi, aynı çabuklukla çözümü verir ve 
hele iş ve enerji yöntemi uygulanabiliyorsa çözüm, daha çabuk ve kolay olur. Bununla birlikte impuls ve 
momentum yöntemi, çarpışma problemlerinde izlenmesi mümkün tek yoldur.                     nın doğrudan 
doğruya uygulanmasına dayanan bir çözüm çok uzun olur, iş ve enerji yöntemi ise kullanılamaz, çünkü
çarpışmada (tam elastik olmadıkça) mekanik enerjide kayıp vardır.

• Bir çok problemlerde, kısa bir çarpışma süresinde etkiyen impulsif kuvvetler dışında yalnız konservatif 
kuvvetler bulunur. Böyle problemlerin çözümü birkaç kısma ayrılabilir. Çarpışma süresi ile ilgili kısım 
impuls ve momentum yönteminin uygulanmasını ve çarpışma katsayısının kullanılmasını gerektirdiği 
halde, öteki kısımları iş ve enerji yöntemi yardımıyla çözülebilir. Bununla birlikte, eğer problemde bir 
normal kuvvetin hesabı isteniyorsa,         denkleminin kullanılması gerekli olacaktır.

∑ = amF

∑ = amF

∑ = amF

∑ = amF

∑ = amF

4.9.Bir Maddesel Noktanın Açısal Momentumu veya Momentumun Momenti
vm  vektörünün O ya göre momentine maddesel noktanın, o anda O ya göre, momentumunun

momenti veya açısal momentumu adı verilir ve oh  ile gösterilir.  
. .sino oM r F M r F φ= × = . .sino oh r mv h r mv φ= × =

Uzayda hareket eden bir maddesel noktanın oh  açısal momentumunun, t ye göre türevi 

amrvmv
dt

vdmrvm
dt

rd
dt
hd o ×+×=×+×=

dt
hd

M o
o =

Bir maddesel noktaya etkiyen F  kuvvetinin O
ya göre momenti, maddesel noktanın O ya göre
açısal momentumunun (momentumunun
momentinin) değişim hızına eşittir. 



4.10. Açısal Momentumun Korunumu
t  nin her değeri için oM  sıfır ise bu durumda her t için 0=

dt
hd o

 
olur ve t ye göre integre edilerek sabitho =  sonucu elde edilir. O halde,

bir maddesel noktaya etkiyen F  kuvvetinin O ya göre momenti, t nin her değeri için sıfır ise, maddesel noktanın O ya göre açısal
momentumu korunur. 
Bir maddesel noktaya etkiyen kuvvetlerin bileşkesi sıfır olursa, o maddesel noktanın, sabit bir O
noktasına göre açısal momentumunun korunduğu açıktır. Fakat dengede olmayan bir F

kuvvetinin etkisi altında bulunan bir maddesel noktanın açısal momentumu, F  kuvvetinin, tesir
çizgisi sabit bir  O noktasından geçen bir merkezsel kuvvet olması halinde de korunur  

sabitvmrho =×= sabitmvrho == )sin( φ

sabit
dt
dmrho ==
θ2

4.11. Genelleştirilmiş İmpuls ve Momentum İlkesi
F  kuvvetinin belirli bir zaman aralığındaki doğrusal impulsunu Kısım 4.1 de tanımlamıştık. Şimdi bir F  kuvvetinin, t1 den t2  ye kadar 
olan bir zaman aralığında, O ya göre açısal impulsunu, F  kuvvetinin O ya göre momentinin t1, t2 aralığındaki integrali olarak 
tanımlayacağız: 

dtFrdtMİmpAç
t

t

t

t
o )(

2

1

2

1

21 ∫ ×=∫=→

∑ ∑ ∫ ∑=+
2

1

21

t

t
ışd vmdtFvm

∑ ∫ =+
2

1

21 )()()(
t

t
oışdoo hdtMh

dtrd /θv sinφ nin, hızın radyale dik bileşenini gösterdiğine ve onun da ye eşit olduğuna dikkat

ederek olduğu görülür. d
dt
θω = (açısal hız) olduğu dikkate alınırsa 2

oh mr sabitω= = olur.
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Doğrusal Ötelenme

Çok sayıda maddesel noktadan oluşan ve maddesel noktaların birbirlerine göre yerleri değişmeyen cisme 
rijit cisim denmektedir. Böylesi bir cisimde zaman yer, hız ve ivme arasındaki bağıntılar araştırılacaktır. 
Buradaki incelemede sabit bir eksen etrafında dönme hariç tamamen rijit cisimlerin düzlemsel hareketleri 
incelenecektir.

Rijit Cisimlerin Kinematiği
Rijit Cisim:

Ötelenme:
Cismin içinde bulunan herhangi bir doğru parçası hareket sırasında doğrultusunu koruyorsa cismin bu 
hareketine ötelenme denir.

Eğrisel Ötelenme

Bir rijit cisim ötelenme hareketi yapıyorsa herhangi bir anda cismin bütün noktalarının hızları ve
ivmeleri, cismin noktaları arasındaki göreceli yer değiştirmenin zamanla değişimi sıfır olduğundan,

yani şekilde görülen /B Ar  yer vektörü sabit kaldığından, aynı olur. 

/ , 0 , 0B A B A B A B Ar r r v v a a= + = + = +
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Sabit bir eksen etrafında dönme:
Bu harekette rijit cismi oluşturan maddesel noktalar aynı bir sabit eksen merkez olmak üzere paralel 
düzlemlerde bulunan çemberler üzerinde hareket ederler. Dönme ekseni rijit cismi kesiyorsa, bu eksen 
üzerindeki noktalarda hız ve ivmeler sıfır olur.

(1)

Dönme ekseni

sins r BPϕ θ θ∆ = ∆ = ∆

φθθφ sinsin r
dt

dr
dt
dsv === r

dt
rdv ×== ω

( )d v d d ra r a r r
dt dt dt

ω ω α ω ω= = × + × = = × + × × (2)
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Ana Levha Hareketi:

olur.

xy karşılaştırma düzlemine göre simetrik ve düzgün kalınlıklı bir cisim ana levha olarak 

adlandırılmaktadır. xy düzlemi içinde olan bir O noktasından geçen ve xy düzlemine dik bir eksen 

etrafında dönme olması durumunda, (1) denklemi ile verilen hız vektörünün şiddeti

Ana Levha

1.Düzgün Dönme:

Bir Rijit Cismin Sabit Bir Eksen Etrafında Dönmesini Tanımlayan Denklemler :

İvme vektörü ise

ωrv =

rra 2ωα −×=

şeklini alır.

2 2

t t

n n

a r a r

a r a r

α α

ω ω

= × =

= − =

to ωθθ +=0Sabitω α= → =

2.Düzgün Değişen Dönme: 0 Sabitα α≠ → =
( )oo

oo

o

tt

t

θθαωω

αωθθ

αωω

−+=

++=

+=

2
2
1

22

2
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Genel düzlemsel hareket denildiğinde ötelenme ve dönme dışında bir hareket anlaşılmaktadır. 

Bununla birlikte şimdi görüleceği üzere bir genel düzlemsel hareket, daima bir ötelenme ile bir 

dönmenin toplamı olarak göz önüne alınabilir.

Genel Düzlemsel Hareket:

Düzlemsel Harekette Salt ve Bağıl hız:

Düzlemsel hareket = A nın ötelenmesi + A etrafında dönme

ABAB vvv /+=

/ /B A B A A B AV V V V r= + = +ω×

ωω rvrv ABABAB =×= ///
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Örnek: 1. Durum

Düzlemsel hareket =         A nın ötelenmesi   +       A etrafında dönme     
Örnek: 2. Durum

Düzlemsel hareket =   B nin ötelenmesi +     B etrafında dönme     

/B A A B Av v rω= + ×

( )/ /

/ /

A B B A B B B B A

A B B B A B A B B A

v v r v r
v v r v v r

ω ω
ω ω

= + × = + × −

= − × → = + ×

(1) ve (2) nin karşılaştırmasından

/

/

B A A B A

B A B B A

v v r
v v r

ω
ω

= + ×

= + ×
⎫
⎬
⎭

B Aω ω=

(1) ;

(2)

Bu sonuç geneldir, bu sebeple bir rijit cismin düzlemsel hareketindeki  açısal hızın karşılaştırma 

noktasından bağımsız olduğu görülür.
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Düzlemsel harekette ani dönme merkezi :
Bir levhanın genel hareketini göz önüne alalım. Verilen herhangi bir anda levhanın çeşitli noktalarının 

hızlarının, levhanın ani dönme ekseni adı verilen ve levha düzlemine dik olan bir eksen etrafında dönmesi ile 

aynı olduğu görülecektir. Bu eksen levha düzlemini, levhanın ani dönme merkezi adı verilen bir noktada keser.

Levhanın düzlemsel bir hareketi herhangi bir A karşılaştırma noktasının ötelenmesi ve A etrafında bir dönme

şeklinde ikiye ayrılabilmekteydi. Hızlar söz konusu olduğu sürece, A noktasının ötelenme hızı Av , levhanın açısal

hızı ω  verildiğinde, levhanın tüm diğer noktalarının hızları bunlara bağlı olarak belirlidir  

0=Av ise A noktasının kendisi ani 
dönme merkezidir. 

0=ω ise levha ötelenme yapmaktadır. 

/

/

/ /

0 ; 0
0

A

C A C A

A
C A

D C D C D C

v
v v r

vr

v v r r

ω
ω

ω
ω ω

≠ ≠
= = + ×

=

= + × = ×
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Örnek: Kaymadan yuvarlanan bir tekerin hareketi:

Ani dönme merkezinin yeri başka iki şekilde daha tanımlanabilir. Bunun için levha üzerindeki iki 
noktanın hızı verilmelidir.

(a)

Şekilde görülen teker durumunda, yerle göz önüne alınan anda
temas halinde olan bir A noktasının o anda yere göre hızı sıfırdır.
Bu durumda bir B noktasının hızı

/ /B A B A A B AV V V V r= + = + ω× olur. Bu durumda A noktası göz

önüne alınan anda ani dönme merkezi olup bu an için tekerin tüm
noktalarının hızı, teker A etrafında dönüyormuş kabul edilerek
hesaplanabilir. 

(b)

(a) şeklinde Av  ve Bv  hızları paralel

olursa veya (b) deki Av  ve Bv hızları

aynı şiddette olursa C ani dönme

merkezi sonsuza gider ve ω sıfır olur;
o zaman levha ötelenme yapıyor
demektir. 
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Düzlemsel hareket yapan bir levhanın ani dönme merkezi levhanın üstünde veya dışında bulunabilir.
Eğer levhanın üstünde ise, verilen bir t anında ani dönme merkeziyle üst üste bulunan C noktasının o
andaki hızı sıfır olmak zorundadır.  

Ani dönme merkezi sadece verilen bir an için geçerlidir. Şu halde bir t anında levhenın ani dönme

merkezi ile üst üste olan bir C noktası, genel olarak, tt ∆+  anında ani dönme merkezi ile üst üste

bulunmayacaktır; t anında hızı sıfır olduğu halde tt ∆+ anında belki de sıfırdan farklı olacaktır. Bu

demektir ki genel olarak C noktasının ivmesi sıfır değildir, şu halde levhanın çeşitli noktalarının
ivmeleri, levha C etrafında dönüyormuş gibi belirtilemez. 

Levha hareketine devam edince ani dönme merkezi uzayda hareket eder. Öte yandan biraz önce
söylendiği gibi ani dönme merkezinin levha üzerindeki yeri de daima değişmektedir. Böylece ani
dönme merkezi uzayda iz eğrisi adı verilen, levha üzerinde de yuvarlanma eğrisi denilen bir eğri çizer

(Şekil 5.14). Gösterilebilir ki, herhangi bir anda bu iki eğri C de birbirine teğettir ve levha hareket
ettikçe yuvarlanma eğrisi iz eğrisinin üzerinde yuvarlanıyormuş gibi görünür.  

Yuvarlanma ve İz Eğrisi
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Düzlemsel harekette salt ve bağıl ivme:

Düzlemsel hareket =               A nın ötelenmesi        +          A etrafında dönme     

/B A B Aa a a= +

/ / /

2 2
/ / /

2
/ /

( ) ; ( )

( ) ; ( )
B A t B A B A t

B A n B A B A n

B A B A B A

a r a r

a r a r

a a r r

α α

ω ω

α ω

= × =

= − =

= + × −
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Düzlemde Dönen Bir Takıma Göre Bir Vektörün Değişiminin Hızı:
Başlangıç noktaları aynı olan sabit bir OXY takımı ile, dönen bir Ouv karşılaştırma takımı göz önüne alınsın. P

uzayda bir maddesel nokta olsun. P nin r yer vektörü her iki takımda aynı olduğu halde, bunun değişim hızı

seçilen karşılaştırma takımına bağlıdır. Maddesel noktanın Pv  salt hızı r  nin sabit Oxyz takımına göre d /dr t

değişim hızı olarak tanımlanır. Bununla beraber Pv  hızı hareketli takımdan gözlenen /r tδ δ değişim hızı

cinsinden de belirlenebilir. Ouv hareketli takımının göz önüne alınan zamanda açısal hızı Ω  ile gösterilirse, 

u vr i j= +

d d u d v d du v
d d d d dP

r i jv i j
t t t t t

= = + + +

d u d v
d d

r i j
t t t

δ
δ

= +

d du v
d dP

r i jv
t t t

δ
δ

= + +

(1)

(2), olarak P nin dönen takıma göre 

değişim hızı tanımlanırsa

(3)

Eğer P noktası Ouv takımına göre sabit olsaydı / 0r tδ δ =  olacağından d /dr t değişim hızı (3) ifadesindeki

son iki terime eşit olacaktı. Fakat bu durumda, d /dP t  değişimi, Ouv ye rijit olarak bağlı bir cismin r nin

ucuna rastlayan maddesel noktasının hızını gösterecekti. Buna göre göz önüne alınan anda Ouv takımının açısal

hızı Ω  olduğundan, (3) son iki terim noktanın hızını belirler. Bu durumda 
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(4)

=Pv P maddesel noktasının salt hızı 
=Fv hareketli takımın P ile çakışan noktasının hızı 
=FPv / P nin hareketli takıma göre hızıdır. 

 

u vd i d j r
dt dt

+ = Ω×

(2) ve (4), (3) de yerine konursa

d
dP

r rv r
t t

δ
δ

= = +Ω×

FPFP vvv /+= (6)

(5)

Maddesel noktanın Pa  salt ivmesi Pv  nin OXY ye göre değişiminin hızı olarak
tanımlanır. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+×Ω+×

Ω
==

t
r

dt
d

td
rdr

td
d

td
vd

a P
P δ

δ
(7)

(7) deki son terim, (5) ifadesi dikkate alınarak

2

2

t
r

t
r

t
r

td
d

δ
δ

δ
δ

δ
δ

+×Ω=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ (8)
Yine (7) deki ikinci ifadede görülen dr/dt yerine (5) 
ifadesindeki eşdeğeri yazılıp (8) de dikkate 
alınırsa, (7) eşitliği
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2

2
2)(

t
r

t
rrr

td
daP δ

δ
δ
δ

+×Ω+×Ω×Ω+×
Ω

= (9) şeklinde elde edilir.

(9) eşitliğin ilk iki teriminin toplamı, göz önüne alınan anda dönen takımın P ye çakışan

noktasının Fa  ivmesini verir. Diğer taraftan sonuncu terim ise P nin dönen takıma göre

FPa /  ivmesini tanımlar. Üçüncü terim ca  ile gösterilecek ve bu terime tamamlayıcı ivme

veya Fransız matemetikçisi De Coriolis’ e izafeten Coriolis ivmesi adı verilecektir.

Böylece 

cFPFP aaaa ++= / (10)

=Pa P maddesel noktasının salt ivmesi 
=Fa hareketli takımın P ile çakışan noktasının ivmesi 
=FPa / P nin hareketli takıma göre ivmesi 

=×Ω=×Ω= FPc vtra /2/2 δδ tamamlayıcı ivme veya Coriolis ivmesi. 
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Şu da belirtilmelidir ki, Coriolis ivmesi FPvve /Ω vektörlerine diktir ve eğer bu
vektörler paralel veya ikisinden biri sıfır olursa bu ivme de sıfıra eşit olur. 
 

Düzlemsel hareket göz önüne alındığından, Ω vektörü hareket düzlemine ve böylece FPv /

dik olur. Bu durumda ca  nin şiddeti FPv /2 Ω  ye eşittir ve doğrultusu ise FPv / vektörünü

hareketli takımın dönme yönünde 90o döndürerek elde edilir. Bu durum aşağıdaki şekilde

görülmekte olup burada P maddesel noktası, O etrafında Oxy takımı ile birlikte dönen bir

levha üzerinde bir yol çizer. 
 

/2 / 2c P Fa r t vδ δ= Ω× = Ω×

Coriolis ivmesi veya Tamamlayıcı ivme:
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Bu bölümde, rijit cisimlerin kinetiğini, yani cisim üzerine etkiyen kuvvetler, cismin şekli ve kütlesi ile 
ortaya çıkan hareket arasındaki bağıntılar incelenecektir.

Rijit Cisimlerin Kinetiği

Daha önce cisim bir maddesel nokta olarak, yani cismin bütün kütlesinin bir noktada toplandığı ve 
kuvvetlerin bu noktaya etkidiği kabul edilerek benzer bağıntılar incelenmişti. Şimdi cismin şeklini ve 
kuvvetlerin etki noktalarının doğru konumları tam olarak göz önüne alınacaktır.

Bu bölümdeki inceleme doğrudan amF =  denklemine dayanacak ve iki bakımdan  
kısıtlandırılacaktır: 

(1) Rijit cismin sadece düzlemsel hareket yaptığı, yani cismin her noktasının sabit bir karşılaştırma 
düzlemine olan uzaklıklarının değişmediği kabul edilecektir.

(2) Rijit cisimler sadece düzlem levhalardan ve karşılaştırma düzlemine göre simetrik cisimlerden 
oluşacaktır. 

Rijit bir cismin düzlemsel hareketi:

Çeşitli ....,, 321 FFF  kuvvetlerinin etkisi altında kendi düzleminde hareket eden ve kütlesi

m olan bir rijit levha ele alınsın. D’ Alembert ilkesi gereğince, levha üzerine etkiyen dış
kuvvetler, levhayı oluşturan çeşitli maddesel noktaların efektif kuvvetlerine eşdeğer
olmalıdır. 
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Eğer efektif kuvvetler sistemi levhanın G kütle merkezine etkiyen eşdeğer bir vektör ile bir vektör 
çiftine indirgenirse daha kullanışlı bir ifade elde edilir.

m∆  kütleli bir maddesel noktanın efektif kuvvetinin am)(∆  olduğu bilinmektedir. 

G kütle merkezi karşılaştırma noktası olarak seçilirse levhanın bir P maddesel noktasının a

ivmesi, G nin a  ivmesi ile, P nin G ye bağlı ve sabit doğrultudaki bir takıma göre a′ ivmesinin 
toplamı olarak belirlenebilir. 
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2

t na a a a a a

a a r rα ω

′ ′ ′= + = + +

′ ′= + × −

a Ağırlık Merkezinin İvmesi
a Herhangi bir noktanın ivmesi
a Gözönüne alınan bir noktanın G ye göre bağıl ivmesi

Levhanın açısal ivmesi
Levhanın açısal hızı

α
ω

=
=
′ =
=
=

rmrmamam ′∆−′×∆+∆=∆ 2)()()()( ωα

∑ ∆′−∑ ∑ ∆′×+∆=

∆′∑ ∑−∑ ∆∑ ′×+∆=∆

mrmrma

mrmrmama
2

2)(

ωα

ωα

'F m a ma D alembert İlkesi= ∆ =∑ ∑⎫
⎪⎪
⎬
⎪
⎪⎭

/G P GM r m a= ×∆

Efektif kuvvetlerin ağırlık merkezine 
göre momenti
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( )r ma I α′×∆ =∑

2( ) ( )r m a r m r r m rα ω′ ′ ′ ′ ′× ∆ ⋅ + × ∆ ⋅ × − × ∆∑ ∑ ∑
2( )r m a r m a r m r m r rα ω′ ′ ′ ′ ′ ′× ∆ ⋅ = ×∆ ⋅ + × ∆ ⋅ × − ∆ ⋅ ×∑ ∑ ∑

( )r m a r m′ ′× ∆ ⋅ = ∆∑ ∑ ( )a r m rα′ ′× + × ∆ ⋅ ×∑
2( ) ( )

I

r m a r m r m rα α′ ′ ′ ′× ∆ ⋅ = × ∆ ⋅ × = ∆ ⋅∑ ∑ ∑

I Kütlemerkezine görekütle
atalet momenti

=
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Dış Kuvvetler    =        Efektif Kuvvet       +        Efektif Kuvvet Çifti

Bağlı düzlemsel hareket:

Birçok mühendislik problemleri rijit cisimlerin, verilen çeşitli bağların etkisi altındaki hareketi ile 

uğraşır. 

Örneğin, kranklar sabit bir mil etrafında dönmeye, tekerlekler kaymaksızın yuvarlanmaya, biyeller

önceden belirlenen birtakım hareketler yapmaya zorlanırlar.

Bütün bu hallerde söz konusu olan cismin G kütle merkezinin a  ivmesinin bileşenleri ile α açısal 

ivmesi arasında belirli bağıntılar mevcuttur. Bu tür bir harekete bağlı hareket adı verilir.  

Bağlı bir düzlemsel hareketle ilgili bir problemin çözümünde önce problemin kinematik 

çözümlenmesi yapılmalıdır. Aşağıda bazı bağlı hareket türleri verilmiştir.
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Ötelenme:

Bu durumda 0α =  olur ve efektif kuvvetler ise G den geçen bir am  vektörüne indirgenir  

Ağırlık merkezi etrafında dönme:

0F =∑ 0a = olur. Bu durumda dış kuvvetler bir kuvvet çiftine indirgenir, 

aynı zamanda efektif kuvvetler de bir kuvvet çiftine indirgenir.
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Keyfi bir nokta etrafında dönme:
Bu hareket rijit bir cismin kütle merkezinden geçmeyen bir
eksen etrafında dönmeye zorlanmasından meydana gelir.
Böyle bir harekette cismin G kütle merkezi dönme ekseninin

karşılaştırma düzlemini kestiği O noktası etrafında r
yarıçaplı bir çember çizer. 

Daha genel hal olan keyfi bir nokta etrafındaki
dönme hareketi halinde dış kuvvetler sistemi bir
vektör çiftine indirgenmez. 

Bu formül dış kuvvetler sisteminin,
αoI  şiddetinde bir vektör çiftine

eşdeğer olduğu anlamına gelmez. 

2 2( )O OM I m r I m r Iα α α α= + = + =∑

Efektif kuvvetler sistemi, dolayısıyla
dış kuvvetler sistemi, sadece O ile G
çakıştığı, yani hareket sadece ağırlık
merkezi etrafında bir dönme hareketi

olduğu zaman, bir vektör çiftine
indirgenir. 
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Yuvarlanma hareketi:

Keyfi bir nokta etrafındaki dönme hareketinin özel bir hali ilginçtir; bu, ω açısal hızının sabit olduğu 

düzgün dönme hareketidir. Bu durumda α sıfır olduğundan vektör çifti ortadan kalkar ve sadece
normal bileşen kalır. Bu bileşen (buna merkezcil kuvvet de denir) rijit cismi dönme ekseni etrafında
tutan bileşendir. 

Kaymasız bir yuvarlanma için, G nin aldığı s  yolu 
θrs =  dır, burada r disk yarıçapıdır. 

Yuvarlanma, kayma yok : ,sF N a rµ α≤ =  
Yuvarlanma, kayma başlıyor : ,sF N a rµ α= =  
Yuvarlanma, kayma var : ,kF N a ve bağımsızµ α=
 

Düzlemsel hareketin diğer önemli bir tipi de bir disk veya 

tekerleğin bir düzlem üzerindeki yuvarlanma hareketidir.

( ) ( ) ( )2 2 2

0 0

C C Ca a r r a j a i k r j r j a r

a i k r j a i r i a r

α ω α ω ω

α α α

= + × − → = + − × − − − → =

+ × = → − = → =
Disk hareketinin olası üç farklı hareketi, F sürtünme 

kuvveti, sµ  ve kµ sırasıyla statik ve kinetik sürtünme 

katsayıları olmak üzere, aşağıdaki gibi özetlenebilir: 

Eğer bir diskin kayıp kaymadığı bilinmiyorsa
önce diskin kaymadan yuvarlandığı kabul edilir.
Böylesi bir hareket için gerekli olan F kuvveti

eğer Nsµ  den büyük bulunursa kabul doğru
değildir ve probleme kaymalı bir yuvarlanma
kabulü ile yeniden başlanmalıdır.  
 

C nin sonsuz yakın sağındaki nokta yere 
değdiğinde C noktası düşey doğrultuda yerden 
ayrılır. Bu durumda C ye düşey doğrultuda hareket 
veren ivme düşey doğrultudadır sonucuna varılır. 
Öyleyse 
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Mekanik titreşimler bir maddesel noktanın veya bir cismin denge konumu etrafındaki salınımıdır. 
Titreşimler gerilme artımı ve enerji kaybına sebep olduklarından ortadan kaldırılmaları veya uygun bir 
tertiple azaltılmaları gerekir.

MEKANİK TİTREŞİMLER

Son yıllarda yüksek hızlı makine ve hafif yapıların yapımı titreşimlerin incelenmesini önemli 
kılmaktadır. Burada sadece bir serbestlik dereceli sistemler incelenecektir.

Mekanik titreşim sistemin 
kararlı durumdan 
saptırılması halinde ortaya 
çıkar. Sistem kararlı
durumdan saptırılınca ilk 
konumuna dönmeye çalışır. 

Fakat bu ilk konuma 
genellikle belirli bir hız ile 
döner. Bu hız sistemi 
yeniden denge konumu 
dışına çıkarır. Eğer 
sürtünme etkisi yoksa 
hareket sürekli devam eder.
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Maddesel Noktaların Serbest Titreşimleri: Basit Harmonik Hareket:

Hareketin bir tüm devrini tamamlaması için geçen zamana titreşimin periyodu adı verilir. 

(1)

alınırsa20 ;k kx x p
m m

+ = =

( )stF W k x k xδ= − + = −

stW k δ=

2 0x p x+ =

0F =∑

(1) denklemiyle tanımlanan harekete, 
basit harmonik hareket adı verilir. Bu 
hareket ivmenin, yer değiştirme ile 
orantılı ve ters yönde olduğunu 
gösterir. (1) in karakteristik denklemi

Birim zamandaki devir sayısına frekans denir.

Sistemin denge konumuna göre maksimum yer değiştirmesine de titreşimin genliği adı verilir. 

0k x m a m x m x k x− = = → + =

elde edilir.

022 =+ pλ 12,1 −=±= ipiλ olur. Bu durumda diferansiyel denklemin çözümü
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olur.

Gerçel ve sanal kısımları ayrıştırmak için

alınarak (2) de yerine konursa

( ) ( )tpitpCtpitpCeCeCx tpitpi sincossincos 2121 −++=+= −

1 1 1 2 2 2( ) ; ( )C m in C m in= + = +

( )( ) ( ) ( )1 1 2 2cos sin cos sinx m in pt i pt m in pt i pt= + + + + − elde edilir. Buradan

tpmmitpnnitpnntpmmx sin)(cos)(sin)(cos)( 21212121 −++++−++=

olur. (3) denkleminin gerçel kısmı

)()( 2121 mmBvennA +=+−= alınarak

tpBtpAx cossin += şeklinde elde edilir. Türev alınarak, sırasıyla, t anındaki hız ve ivme 
elde edilir :

cos sindxv A p p t Bp p t
dt

= = −

tpBptppA
dt

xda cossin 22
2

2
−−==

(2)

(3)

Bu ifadelerde keyfi iki sabit olduğundan elde edilen 

çözüm diferansiyel denklemin genel çözümüdür. A ve 

B sabitlerinin değerleri hareketin başlangıç şartlarına 

bağlıdır.

0 dao

o

x x
t

v v
= ⎫

=⎬= ⎭

sin 0 cos 0
cos0 sin 0 /

o o

o o

x A B B x
v A p B p A v p

= + → =
= + → =

sin coso
o

vx pt x pt
p

= +

(4)

(5)

(6)

(7)
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Maddesel noktaların yer değiştirmesi, hızı ve ivmesi için elde edilmiş olan ifadeler daha kısa ve toplu
bir şekilde yazılabilir; bunun için (4) ile tanımlanan x=OP yer değiştirmesinin, şiddetleri A  ve B
olan A  ile B  gibi iki vektörün x doğrultusundaki bileşenlerinin toplamı olarak yazılabileceği
düşünülmelidir. t değiştikçe iki vektör de saat ibreleri  yönünde  döner. 

OQ   bileşkesinin şiddeti de maksimum xm yer değiştirmesine eşit olur. Böylece P nin x ekseni 
boyunca yaptığı basit harmonik hareket, Q noktasının xm yarıçaplı bir yardımcı çember üzerinde sabit 
p açısal hızı ile yaptığı hareketin, x ekseni üzerindeki izdüşümü olarak elde edilebilir. 

OQ  vektörlerinin A ile yaptığı  
açı φ  ile gösterilirse 

( )sinOP OQ pt φ= + (8)

olur.  Buradan

( )φ+= ptxx m sin

( )φ+== ptpx
dt
dxv m cos

( )φ+−== ptpx
dt

xda m sin2
2

2

(9)

(11)

(10)

Yardımcı çemberi çizen Q noktasının p açısal hızına, titreşimin 
dairesel frekansı denir ve radyan/san ile ölçülür; Q nun çember 
üzerindeki ilk konumunu belirleyen φ açısı ise faz açısı adını alır. 
 
 pt açısı 2π radyan kadar artacak olursa bir tam çevrim
tanımlanmış olur. Buna karşı gelen t değeri τ ile gösterilir ve 
titreşimin periyodu adını alır ve saniye ile ölçülür. 
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Birim zamanda tamamlanan çevrim sayısı f  ile gösterilir ve titreşimin frekansı olarak isimlendirilir. 

Frekanslar, çevrim/san veya çevrimler boyutsuz olduğu için san-1 ile ölçülür. 

p
Periyot πτ 2

==

πτ 2
1 pffrekans === (13)

(12)
 p nin, k yay katsayısı ve maddesel noktanın m kütlesi cinsinden 

tanımlandığı hatırlanırsa, periyot ve frekansın, titreşimin başlangıç 

şartlarından ve genliğinden bağımsız olduğu görülür. τ ve f nin, 

maddesel noktanın kütlesine bağlı olup, ağırlığına bağlı olmadığı 

ve bu sebeple bunların g den bağımsız olduğu görülmektedir. 

Basit Sarkaç (yaklaşık çözüm):
Mühendislik uygulamalarında en çok karşılaşılan

titreşimler, basit harmonik hareket yardımı ile

gösterilebilirler. Diğer birçok hareketler, farklı

türden olmakla birlikte, genlikleri küçük kalmak

şartıyla, yaklaşık olarak, basit harmonik hareket

gibi kabul edilebilirler. Örneğin l boyunda bir ipin

ucuna asılı bir m kütlesinden oluşan ve düşey

düzlemde salınım yapan bir basit sarkaç göz

önüne alınsın. 

sin
sin

t t

t

t

F ma
W ma
mg ma

φ
φ

=

− =
− =

2

2sin

sin 0

dmg ml ml
d t

ml mg

θφ φ

φ φ

− = =

+ =

Eğer açısı çok küçükse
=sin olur. Bu durumda

φ
φ φ
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0m l mgφ φ+ = 2 alınırsagp
l

=0g
l

φ φ+ = (14)   ,

2 12 ; olur.l f
p g
πτ π

τ
= = =

2 0pφ φ+ = (15)   olur.

Rijit Cisimlerin Serbest Titreşimleri:
Tek serbestlik dereceli rijit bir cismin veya bir rijit cisimler sisteminin titreşimlerinin çözümlenmesi, maddesel bir

noktanın titreşimlerinin çözümlenmesine benzer. Cismin veya cisimler sisteminin konumunu tanımlamak

amacıyla, x aralığı veya θ  açısı gibi uygun bir değişken seçilir, ve bu değişken ile bunun t ye göre ikinci türevini 

bağlayan bir denklem 

00 2
2

2
2

2

2
=+=+ θθ p

dt
dveyaxp

dt
xd

Basit harmonik hareket denklemlerinden birisini elde etmek için en basit yol, değişkenin herhangi bir değeri için
serbest cisim diyagramını çizip uygun hareket denklemini yazarak dış kuvvetler sisteminin efektif kuvvetler
sistemine eşit olduğunu ifade etmektir. Burada amaç, değişkenin doğrudan doğruya kendisini veya zamana göre
birinci ve ikinci türevlerini belirlemek olmayıp, x veya θ  değişkeninin katsayısını belirlemek olmalıdır. Bu
katsayıyı p2 ye eşitleyerek, τ ve f  nin hesaplanabileceği p dairesel frekansı elde edilmiş olur. 
 

şeklinde ise göz önüne alınan titreşim basit harmonik bir hareket olur. Bu durumda titreşimin periyot ve frekansı, p 

nin eşdeğerini 2 / pτ π=  ve / 2f p π=  denklemlerinde yerine konulmasıyla elde edilebilir. 
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( ) ( )[ ] 222

3
222

12
1 mbbbmI =+=

( ) ( )dış efO O
M M=∑ ∑

25 0
3

mb mgbθ θ⎛ ⎞ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

Eğer açısı çok küçükse sin alınabilir. Bu durumdaθ θ θ≅

( ) 2 22sin
3

W b mb mbθ θ⎛ ⎞− = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

25 sin 0
3

mb mgbθ θ⎛ ⎞ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

3 0
5
g
b

θ θ+ =

g
b

p 3
522 ππτ ==2 3

5
gp
b

=

(16)   olur.

ve
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Mühendislik uygulamaları bakımından en önemli titreşimler, bir sistemin zorlanmış titreşimleridir. Bir
sistem, periyodik bir kuvvetin etkisi altında kalır veya alternatif olarak hareket eden bir mesnede elastik

olarak bağlanırsa, bu tür bir titreşim ortaya çıkar. Birinci hal olarak şiddeti sinmP P tω= şeklinde değişen

periyodik bir P  kuvvetinin etkisi altında, yaya asılı m kütlesi göz önüne alınsın. Bu kuvvet, cisme doğrudan

doğruya etkiyen bir dış kuvvet olabildiği gibi, cismin dengede olmayan bir parçasının dönmesinden
meydana gelen merkezkaç bir kuvvet de olabilir.  

Sönümsüz Zorlanmış Titreşimler:

( ) 2

2
sin:

dt
xdmxkWtPamF stm =+−+∑ =↓+ δω

stkW δ=

tPkx
dt

xdm m ωsin2

2
=+

olduğu hatırlanırsa

(17)     Sönümsüz    
zorlanmış titreşim
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( ) 2

2
sin:

dt
xdmtxkWamF mst =−+−∑ =↓+ ωδδ

tkkx
dt

xdm m ωδ sin2

2
=+

(18)     Sönümsüz    
zorlanmış titreşim

txx mözel ωsin= (19)

tPtxktxm mmm ωωωω sinsinsin2 =+−

(19), (18) de yerine konursa

2ωmk
P

x m
m

−
= 2)/(1

/
p
kP

x m
m ω−

=

2)/(1 p
x m

m ω
δ

−
=

ptBptAxtamam cossin +=

txptBptAx m ωsincossin ++=

Buradan

(20)

Mesnet hareketi durumunda ise

(21)

(23)

(22)

(23) ün ilk iki terimi, sistemin serbest titreşimini gösterir. Bu 
titreşimin frekansı, sistemin doğal frekansı adını alır ve sadece k 
yay katsayısı ile cismin kütlesine bağlıdır; A ve B sabitleri 
başlangıç şartlarından belirlenir. Bu serbest titreşime, pratikte 
sürtünme kuvvetleri ile hemen söndürüldüğü için, geçici titreşim
adı da verilir.
Bu nedenle bundan sonra olarak alınacaktır.m mx x≅
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(21)

(20)2)/(1
/

p
kP

x m
m ω−

=

(23) deki son terimin belirlediği, ve etkiyen kuvvet veya mesnet

hareketi ile meydana gelen ve beslenen titreşime, devamlı titreşim

adı verilir. Bu titreşimin, söz konusu kuvvet veya mesnet hareketi

tarafından ortaya çıkarılan frekansı, zorlanmış frekanstır ve xm

genliği ise (20) veya (21) tarafından belirlenir ve ω/ p frekans

oranına bağlıdır. Devamlı titreşimin xm genliğinin, Pm

kuvvetinden meydana gelen statik Pm /k yer değişimine veya

mesnet hareketinin δm genliğine oranı, büyütme çarpanı adını alır.

(20) ve (21) den 

2)/(1 p
x m

m ω
δ

−
=

txptBptAx m ωsincossin ++= (23)

( )2/1
1

/ P
x

kP
x

çarpanıBüyütme
m

m

m

m

ωδ −
===

bulunur. ω = p için mx = ∞ olmaktadır. Bu durumda, etkiyen kuvvet veya mesnet hareketi, verilen 
sistem ile rezonans haline gelir. Gerçekte, titreşimin genliği, söndürücü kuvvetler sebebiyle sonlu
kalır. Bununla beraber böyle bir durumdan sakınmalı ve zorlanmış frekans, sistemin doğal frekansına
çok yakın seçilmemelidir. 

(24)

Ayrıca görülüyor ki, (23) de, sinω t nin katsayısı ω < p için pozitifken, ω > p için negatiftir. Birinci 
halde zorlanmış titreşim, etkiyen kuvvet veya hareketli mesnet ile aynı fazda iken, ikinci halde bu 
1800 faz dışıdır. 
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(25)  de                 konulursa karakteristik denklem elde edilir :

Sönümlü Serbest Titreşimler:

(25)

Özel olarak ilginç bir sönüm türü, az ve orta hızlarda, sıvı sürtünmesinden ortaya çıkan viskoz sönümdür. 

Viskoz sönümün en belirli özelliği, sürtünme kuvvetinin, hareket eden cismin hızı ile doğru orantılı olmasıdır. 

Gerçekte bütün titreşimler bir ölçüde sürtünme kuvvetleri tarafından söndürülürler. Bu kuvvetler iki cisim

arasındaki kuru sürtünme veya  Coulomb sürtünmesinden, rijit bir cismin bir akışkan içerisindeki hareketinden

ortaya çıkan sıvı sürtünmesinden, veya görünüşte elastik olan bir cismin molekülleri arasındaki iç sürtünmeden 

meydana gelir.  

Örnek olarak katsayısı k olan bir yaya asılı bir m kütlesinin, bir direnç kutusunun 

(daşpot) silindirine bağlı olduğu durum göz önüne alınsın. 

( )∑ =−+−=↓+ 2

2
:

dt
xdm

dt
dxcxkWamF stδ

02

2
=++ kx

dt
dxc

dt
xdm

2

2

dx d xkx c m
dt dt

− − =

tex λ=

02 =++ kcm λλ olur. Bunun kökleri (26)

m
k

m
c

m
c

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛±−=

2

2,1 22
λ (27)
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olur. (27) de karekökün içini sıfır yapan c değeri cc kritik sönüm katsayısı

olarak tanımlanırsa m
k

m
c

m
c

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛±−=

2

2,1 22
λ

yazılır; burada p, sönüm olmaması halinde, sistemin doğal frekansıdır. c  katsayısının  değerine göre üç farklı 

sönüm hali ortaya çıkar : 

(27)

2

0
2

cc k
m m

⎛ ⎞ − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 2c
kc m mp
m

= =

1. Kuvvetli sönüm: c>cc

Karakteristik denklemin pmcc −=−= 2/λ  şiddetinde çift katlı bir kökü vardır ve(25) in genel çözümü 

olur. Bu çözüm, titreşimsiz bir harekete karşı gelir. 21 λλ ve  nin her ikisi de negatif olduklarından t sonsuza 

giderken x sıfıra yaklaşır. Bununla birlikte gerçerkte sistem, sonlu bir zaman geçtikten sonra yeniden dengesini 

kazanır. 

(27) karakteristik denkleminin 21 λλ ve  kökleri reel ve ayrıktır, ve (25) diferansiyel denkleminin genel 
çözümü 

2. Kritik sönüm: c=cc

tt BeAex 21 λλ += (29)

(28)
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dir. Elde edilen hareket yine titreşimsizdir. Kritik sönümlü sistemlerin, salınım

yapmaksızın, en kısa zamanda tekrar denge konumlarına döndüklerinden,

mühendislik uygulamalarında özel bir önemi vardır. 

(27) karakteristik denkleminin 21 λλ ve  kökleri reel ve ayrıktır, ve (25) diferansiyel denkleminin genel 
çözümü 

2/ pmk =  konur ve (28) göz önünde tutulursa 

3. Zayıf sönüm: c<cc:

tpeBtAx −+= )(

( )qtBqtAex tmc cossin)2/( += −

şeklindedir; burada q aşağıdaki bağıntı ile tanımlanır :

2
2

2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

m
c

m
kq

yazılır; burada c/cc  sönüm çarpanı adını alır. Bu durumda (25) in genel çözümü aşağıdaki formda yazılabilir : 

(30)

(31)

(32)
2

1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

cc
cpq

2 2c
kc m mp
m

= = (28)

)sin()2/( φ+= − qtexx tmc
m (33)
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Her ne kadar bu hareket, gerçekte, aynı

biçimde tekrarlanmazsa da, aşağıdaki şekilde

görülen ve (33) eğrisinin değdiği iki limit

eğriden biri üzerindeki ardışık iki noktaya karşı

gelen q/2πτ = zaman aralığı, genellikle

sönümlü titreşimin periyodu olarak gösterilir. 

(32) ye bakılarak τ nun karşıt sönümsüz

titreşimin periyodundan daha büyük olduğu

görülür. 
 

(33) ün tanımladığı hareket, genliği azalan bir titreşim hareketidir. (33))sin()2/( φ+= − qtexx tmc
m

2

1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

cc
cpq (32)



16

Sönümlü Zorlanmış Titreşimler:

Bir önceki kısımda göz önüne alınan sistem, tPP m ωsin=  olarak değişen periyodik bir P kuvveti etkisinde

kalırsa, hareket denklemi aşağıdaki şekli alır: 

formundaki özel bir çözümü ile belirlenen, sürekli titreşim ile ilgileneceğiz. (34) de x yerine xözel konularak 
 

(34) ün genel çözümü, (34) ün bir özel çözümüne bir tamamlayıcı fonksiyon veya (25) homojen

denkleminin genel çözümünü eklemekle elde edilir. Tamamlayıcı fonksiyon, göz önüne alınmış olan

sönümün tipine bağlı olarak (29), (30) ve (31) de verilmiştir. Bu, en sonunda sönen geçici bir hareket

gösterir. 

(34)tPkx
dt
dxc

dt
xdm m ωsin2

2
=++ 02

2
=++ kx

dt
dxc

dt
xdm (25)

Bu kısımda (34) denkleminin

)sin( ϕω −= txx mözel (35)

tPtkxtxctxm mmmm ωϕωϕωωϕωω sin)sin()cos()sin(2 =−+−+−−

ϕvexm  yi bulabilmek için, ϕω −t  yi sırayla, 0 ve π/2  ye eşitlersek 

elde edilir.
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ϕω sinmm Pxc =

( ) ϕω cos2
mm Pxmk =−

elde edilir. (38) eşitliği xm ye göre çözülür, ve ayrıca (36) ve (37) taraf tarafa bölünürse 
 

bulunur. (36) ve (37) nin her iki tarafının kareleri alnııp
toplanırsa 
 

bulunur. p sönümsüz serbest titreşimin dairesel frekansı olmak üzere k/m=p2  ve sistemin kritik sönüm

katsayısı cc olmak üzere, 2mp=cc olduğu hatırlanırsa 

Burada ω/p frekanslar oranı ve c/cc sönüm çarpanıdır. 

(37)

(36)

( ) ( )2 22 2 2
m mk m c x Pω ω⎡ ⎤− + =⎢ ⎥⎣ ⎦

(38)

( ) ( )
2222 ω

ωϕ
ωω mk

ctg
cmk

P
x m

m
−

=
+−

= (39)

( )[ ] ( )( )[ ]222 //2/1

1
/ pccp

x
kP

x

c
m

m

m

m

ωωδ +−
== (40)

( )( )
( )2/1

//2
p

pcc
tg c

ω
ω

ϕ
−

= (41)
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Sönüm çarpanının çeşitli değerlerine karşı gelen frekanslar oranına göre, büyütme çarpanının değişimi

aşağıdaki şekilde gösterilmiştir. 

Buradan görülmektedir ki, zorlanmış titreşimin genliğinin küçük olabilmesi için, c viskoz sönüm katsayısını

büyütmek, veya doğal ve zorlanmış frekansları birbirlerinden uzak tutmak gerekir. 




