Birinci Mertebeden Adi Diferansiyel Denklemlerin Uyqulama Alanlari

Diferansiyel denklemlerin gesitli mithendislik ve bilim dallarinda yaygin uygulamalari vardir.
Genel olarak sicaklik, basing, yer degistirme, hiz, gerilme, sekildegistirme, akim, voltaj veya
yiiksek konsantrasyon gibi fiziksel bir niceligin zaman, konuma veya her ikisine gore degisimi
diferansiyel denklem ile modellenir. Is1 iletimi, mekanik titresim veya yap1 dinamigi veya elektrik
devreleri gibi bircok miihendislik konusu, diferansiyel denklemler teorisine dayanmaktadir.
Miihendislerin matematiksel denklemleri kullanarak fiziksel problemleri modelleyebilmeleri ve
daha sonra bu matematiksel modelleri ¢6zebilmeleri, ilgili sistemlerin davranislarinin incelenmesi
acisindan uygulamalarda biiyiik 6neme sahiptir.

Bu kisimda birinci mertebeden diferansiyel denklemlerin gesitli mithendislik uygulama
alanlarindan bazi 6rnekler verilecektir.

1. Ortogonal Yériingelerin (Egri Ailelerinin) Bulunmast

Verilen bir egri ailesine dik olan (ortogonal) egri ailesinin bulunmasi problemlerinde birinci
mertebeden diferansiyel denklemler kullanilir. Bilindigi gibi egrisel koordinat sistemleri birbirine
dik egri aileleridir.

& Solda verilen sekilde (1) numarali egri ile (2)
numarali egrilerin kesisim noktalarindaki
tegetleri birbirine diktir. Buna gore (1) ve (2)
egrileri birbirine diktir denir. Belirtelim ki,
eger iki dogru birbirine dik ise, bu dogrularin
egimleri ¢arpimi -1 ‘e esittir.
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{ Buna gore verilen bir F(x,y)=C egri ailesine
dik olan egri ailesinin belirlenmesi, bu iki egri
ailesinin kesisim noktalarindaki tegetlerinin
egimleri carpiminin -1 olmasi kuralindan belirlenir. Egrinin tegetinin egimi ise, birinci
mertebeden tiirev yardimiyla bulunur.

Sekil 1. Ortogonal egriler

Ornek 1

X° + y2 =C egri ailesine dik olan egri ailesini bulunuz.

d X
F(xy)=x2+y2=Cicin y2=C—x2 mmmp Y__X

ax vy
. .. . . dy . .
Dogrunun denkleminin y(x) =mx+n ve dogrunun egiminin m=tan@ = X oldugu hatirlanirsa, bu egri
X
- X —~— -
ailesine ait egimin yani, M= —y oldugu goriiliir. Buna dik olan dogrunun egimine M denirse,
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mm=-1 ‘ M = = bulunur. Buradan, yeni egri ailesinin ayni1 noktadaki tegetinin egimi tiirev
X

yardimiyla;
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Bulunur. Buna gore verilen X2 + y2 =C cember ailesine ortogonal egri ailesi y = k.x dogru ailesidir (Sekil
2).
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Sekil 2. Ortogonal egri aileleri (Ornek 1)

Ornek 2

y= Cx? parabol ailesine dik olan egri ailesini bulunuz.

3—); = 2Cx ‘ y= Cx? denkleminden C = y/X2 igin,

% = ZX olur. parabol ailesine ait tegetin egim yani, m = Zl oldugu goriiliir. Buna dik olan dogrunun
X X X

egimine M denirse,

_ X
mm=-1 ‘ M = —— bulunur. Buradan, yeni egri ailesinin ayn1 noktadaki tegetinin egimi

2y
tiirev yardimiyla;
dy X
2 __ 2 _ 2_ 1,2 2,12 _ —cahi
dx 2y ‘ 2ydy =—xdx , y =—35X +k, vy +5X =k (k=sabit)



Bulunur. Buna gore verilen Y = Cx? parabol ailesine ortogonal egri ailesi y2 + % x> =k elips egri ailesidir
(Sekil 3).
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Sekil 3. Ortogonal egri aileleri (Ornek 2)

2. Verilen Act ile Kesigen Egri Ailelerinin Bulunmasi

Egri ailelerinin verilen ac1 ile kesismesi durumunu (¢ = z/2) ele alalim. Buna gore F(x,y)=C
egri ailesi (Ornegin Sekil 4 de
gosterilen (1) egrisi i¢in) ve bu egri

@ o dy
o ailesine ait d_y_ f(X,¥) olsun.
Burada tan@ = f (x,y) veya
G 0= tan‘l( f(x,y))=Arctan( f(x,y))

r B olur. Aranan egri ailesi i¢in

- AN

%: tan(tan_l( f(x,y)+a)olur.

Buradan
Sekil 4. Verilen ac1 ile kesisen egri aileleri uradan ,

tan[tan_l(f(x, y))}rtana Cf(xy)+tana
1—tan(tan‘1( f(x, y)))tana C1-f(x y)tana

% = tan(tan_l( f (X, y) +a) =
y




y: f(x,y)cota +1
dx cota—f(xY)

bulunur. Bu ise bir 6nceki kisimda verilen,

bulunur. Son ifade de o = /2 almirsa, = f(x,y)

bir egri ailesine dik olan egri ailesinin tegetinin egimini verir.

Ornek 3

y =Cx dogru ailesini o = /4 ac1 ile kesen egri ailesini bulunuz.

dy .
2 _C =Cx i¢in C = bulunur. Buradan,
” mmm) ¥ = Cx icin C = y/x

% =y olur.
dx x

Verilen dogru ailesini o = z/4 agi ile kesen egri ailesine ait egim:

y T y
X X

dx x-y
ailesinin denklemi,

d +X .
y_J homojen diferansiyel denklemdir. Y_, degisken doniigiimil ile ¢oziiliir. Istenen egri
X

In (kz (X2 + yz)) —2Arctan (%j =0 (burada, k=sh. integrasyon sabitidir) bulunur.

Odev Asagida verilen egri aileleri igin ortogonal egri ailelerini bulunuz.

1. y=Cx3
2. yZ:Cx
3. y=¢

3. Mekanik Problemleri

Bu kisimda bazi cisimlerin hareket denklemleri elde edilecektir.

Ornek 4



m kiitleli bir par¢acigin dogrusal hareketini ele alalim. Newton’un lineer momentum kanunu (2.
Kanunu) yardimiyla, bu pargacigin lineer momentumunun degisimi, iizerine etki eden tolam
kuvvete esittir yani,

3—?:!5 burada p=mv dir.

Genel durumda 6rnegin M= m(v,t) olabilir, ele alinan 6rnekte m=sb ve tek dogrusal hareket

incelendiginden vektorel formdan skaler forma gegersek;

dx dv dvdx av .. . . d_p_d(mv)_F'_
V=—\V —=——=VvV— £0Z onune ahmrsa, - - 1¢11,
dt dt dx dt dx dt dt
mvﬂ =F
dx

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklem m kiitleli pargacigin dogrusal hareketine ait
diferansiyel denklemdir.

Ornek 5

Benzer sekilde serbest diisen cisimlerin hareketi de birinci mertebede diferansiyel denklem ile
verilebilir. h yiiksekliginden diisen m kiitleli pargacik ele alinsin.

F m kiitleli cisme etki eden 2 kuvvet vardir. Bir tanesi yercekimi ivmesi nedeniyle olan
s

1. Fg =mg ve digeri harekete zit yonde etki eden havanin direng¢ kuvveti Fs dir. Bu
diren¢ kuvveti pratikte hizdan bagimhdir (yani, Fs=F(V) dir. Bu kuvvet diisiik

m .
. hizlar i¢in v, yiiksek hizlar i¢in V2 ile orantilidir) ve hiz arttik¢a direng kuvveti artar.
Ancak, birbiri {izerinde harekete zorlanan cisimler arasinda olusan Coulomb

: 4 stirtiinmesi ( Fs =N burada u statik (cisim duragan ise) / kinetik (cisim hareketli
Fg ise) siirtlinme katsayisidir) hizdan bagimsiz kabul edilir.

Ele alinan m kiitleli serbest diisen cisim i¢in direng kuvvetini Fg= 2V olarak alalim. Buna gore

Newton’un lineer momentum yasasina gore,

d(mv) dv d
—g =M =F —> m = Fy—F =mg —2v

olur. Cismin kiitlesini m=1Kkg, g =10m/sn? i¢in

mﬂzlo—Zv
dt



diferansiyel denklemi bulunur. Bu denklem degiskenlerine ayrilabilen diferansiyel denklemdir.
Dolayisiyla,

N _ g |:> Linpo-2v/=t+c,
10-2v 2

bulunur. v(0)=0 baslangic degerlerini kullanirsak integral sabiti Coz—%lnlo bulunur.

Denklemde yerine konur ve diizenlenirse, ¢oziim,

10-2v

=mh—1=—m,h-—

—%In|10—2v| =t—%|n10 veya In

Fonksiyonu i¢in,

5(1—e‘2t), v<5

Y0 5(1+ e‘Zt), V>5

bulunur. Ancak verilen v(0) =0baslangi¢c kosullarinin saglanabilmesi V(t)=5(1—e_2t) icin

miimkiindiir. Bu durumda ¢6ziim bu fonksiyon olur. v= lim 5(1—6_2t ) =5 limit degerine (limit
t—o00

hiz) esit olur. x(0) = 0 baslangi¢ kosulu i¢in, cismin aldig1 yol,

dx ) - 12 1
E:v(t):S(l—e t) |:> X(t) 5(t+2e 2]

bulunur.

Ornek 6
h yiiksekliginden serbest diisen m agirligindaki parasiit¢ii problemini ele alalim.

Parasiitciiniin, parasiitiinii agmadan Onceki ve parasiitii actiktan sonraki serbest diigme hareketi ayr1

ayr1 ele alinmalidir. Bu durumda havanin diren¢ kuvvetinin F ~ v2 ile orantil oldugunu kabul
edelim.

t=t,>0 paragiitii agma an1 olarak alinirsa, bu parasiit¢iiniin hareket denklemi (K,k e R ve
K > k) igin,



dv
O<t<yy ma:Fg—FS:mg—kvz, v(0)=0

t>t m%— Fq—Fs=mg- Kv? , V() =v
baslangi¢ deger problemleri elde edilir. Burada t=1 de verilen V(tl) =Vybaslangi¢ degeri,
problemin ilk kisminin ¢dziimiinden elde edilir.
Yukarida verilen matematiksel model bir sabit farki ile birbirinden farklidir. Dolayistyla her iki
kisim i¢in diferansiyel denklemin ¢6ziimii ayni, baglangi¢ kosullari i¢in 6zel ¢oziimler birbirinden
farklilagsmaktadir. Problemin birinci kisminin ¢6ziimiinii ele alalim:

dv 2 m 1 k
m—=F, —F.=mg—kv |::> dv=dt veya _X
dt g~ Fs g - k2 y g2 dv dt

Degiskenlerine ayrilabilen diferansiyel denklemdir. Bu denklemin ¢dziimi ——— = +
ac-v a-Vv a+Vv

(a% =mg/k ) icin A=B=12a=1/(2,mg/k)

L[| |ov=at
2Jmg/k | ymg/k =v Jmg/k +v m

1 v {_,n(m_v)+|n(m+v)}=2 nfg/k In E\/\/:T%izg—%two

2,/mg g

( mg/k +v

C162 gk/m | Clzezco«/mg/k ’
( mg/k —v

( 2 gk/m }
v(t) = mg ¢oziim fonksiyonu bulunur.
k [ 2 gk/m 1j

Baslangi¢ kosulu v(0) =0 igin Ci=1 bulunur. Dolayisiyla problemin birinci kismina ait 6zel

¢Ozlim,



( 2 gk/m) j
v(t ,’
®)= [ 2 gk/m J
olur. Problemin ikinci kismi t2>1] icin de yukarida verilen genel ¢ozimde k —K ile
degistirilerek,

( 2 gK/m) 1]
v(t) = \/7 , Cp =e2CoVma/K
[ 2 gK/m +1j

bulunur. V(tl) =V] baslangi¢ kosulu kullanilarak integral sabiti

— =y, =, |—= esitliginden Cg coziilerek,

1
K (Cze(z gK/m)tlJrl] k (e(z gk/m)t1+1j

C,=A=A(m,g,k,K,t) olsun, buradan ¢dziim

ol 2K —1j

mg (
— , O<t<y
k [e(z gk/m)t_”}
v(t) =
(Ae(z gK/m)t ]
uy t>t
K ( t

,mg
bulunur. Belirtelim ki, t — 0 icin V=V = K limit degeri bulunur.



Ornek 7

Weos30

W =48N agirhgindaki cismin 0=30° egimli
yiizey iizerinde kendi agirligi etkisinde kaymasi
olaymni inceleyelim. Verilen 6rnekte Coulomb

hareket yonii

sirtinme kanunu Fg = 4N gegerlidir. Kayma

olayinin baslamasi i¢in aktif kuvvetin yatay
bileseninin (W sin30), Yiizey ilizerinde olusan

Fs stirtinme kuvvetini asmasi gerekir. Burada Wsing > Fs oldugu i¢in hareket olay1 baslamstir.
Belirtelim ki, hareket baslangicinda = lg statik siirtiinme katsayisi, hareket basladiktan sonra
H= Ml kinetik siirtinme katsayisi Coulomb yasasinda kullanilmalidir. Verilen problemde
p1 =ty =0.25 verilmistir.

Dolayistyla W agirligindaki cismin hareket denklemi, hava molekiillerinden dolayr olusan direng
kuvveti i¢in R4 = —%v kabul edilsin. Boylece,

W dv :
EE =Wsing - W COSH—%V :> 4.89%:24 -6 \,é_—%v ve v(0) = 0 baslangi¢ kosulu

olsun. Buradan ¢oziim,

V() = (48-1243)(1-e 1)

(yercekim ivmesi g =10kg / sn’ alinmistir) bulunur.

Ornek 8

V/(t) hacimli bir siv1 igeren tank, t aninda kirletici konsantrasyonu c(t) yiizdesine sahip bir Kirletici ile
kirlenmektedir. Tank igerisindeki Kirleticinin konsantrasyonun diistirmek igin igeri Qj,, akis hizina sahip
siv1 enjekte edilmektedir. Ancak, giren sivinin Cj,, konsantrasyonuna sahip kirletici i¢erdigi ve tanka giren

stvinin tank igerisindeki s1vi1 ile mitkemmel karistigi kabul edilsin. Tanktan ¢ikan sivinin akis hizi Qg dir.

t=0 baslangi¢ aninda tanktaki sivi miktarinin V(y ve Kirletici konsantrasyonunun ¢p oldugunu verilsin. Bu
durumda tanktaki kirletici konsantrasyonunu ifade eden denklem,

de(t)

[Vo + (Qin = Qout )I]T +Qjn ¢(t) = Qin Cin Ve ¢(0) = Co (baslangi¢ kosulu)

seklindedir.



Ornek 9

Yatayda yiik tasiyan bir asma kopriiyii ele alalim. Koordinat merkezini kablo egrisinin en alt
noktasina baglarsak, denge halinde bu kablo egrisinin denklemi,

d%y _w(x)
dx? H

dir. Burada w(x) yataydaki yayili yiik yogunlugu, H kablo kuvvetinin yatay bilesenidir.

Ornek 10

Deprem aninda tek katli bir yapimin titresimi ele alinsin. Bu yapinin, K rijidligine sahip kolonlar ile
desteklenen m kiitleli rijid bir kiristen olusmaktadir. Bu rijid Kirigin titresimi, yatay yerdegistirme X(t) ile
tanimlanabilir. Deprem, zeminin x0(t) yerdegistirmesiyle modellenir. Kiris titresmeye basladigi zaman,

yap1 bilesenleri arasinda siirtinme nedeniyle soniimleyici kuvvet yani, c[X(t) —Xg(t)] olusur. Burada c
sonum katsayisidir. Kirisin bagil yerdegistirmesi y(t) = X(t) — X (t) i¢in,

my (t) +cy(t) + ky(t) =—mXy(t)

dir.

Ornek 11

Dogada birbirleri ile etkilesimde olan av ve avcl durumundaki canlilarin aralarindaki iliski de diferansiyel
denklem ile verilir 6rnegin, Lotka-Voltera denklemidir. Bu denklemler iki tane lineer diferansiyel denklem
yani system diferansiyel denklemler ile temsil edilir.

dx(t)

—Z —ax- X
praiat Xy
dy(t)

—7 —5xy—
at y-ry

dir. Burada x(t) zaman ile av olan canlinin popilasyonu (6rnegin tavsan), y(t) ise avci olan canlinin (6rnegin
tilki) poptilasyonunu géstermekte ve &, f Ve y skalerlerdir.

Ornek 12

Newton’un bir cismin sicakligina dair ampirik yasasinin matematiksel formiilasyonu birinci dereceden
lineer diferansiyel denklem ile verilir;

dT
E:(Z(T —Tm)

dir. Burada T sicaklik,  skaler ve Ty, ortam isin1 (1s1 kaybr) ifade etmektedir.
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Ornek 13

Niifus problemleri,
IO _ ey
dt

ile temsil edilir. Burada N(t), t anindaki mevcut niifus, k orantililik katsayisidir. Bu model insan, hayvan
veya bocek vb gibi canlilarin niifus problemlerini temsil eder. Canli toplulugundaki dogum, 6liim, disaridan
katilim vb parametreler modele dahil edilirse farkli versiyonlar1 bulunur. Bu modelin en sade sekli yukarida
verilmektedir.

Diger taraftan benzeri bir denklem ile radyoaktif maddelerin 6miirleri veya resim, fosil veya kayaglarin
tarihlenmesinde kullanilan karbon yardimiyla zaman tespiti (carbon dating) i¢in de kullanilir:

dN(t)

Bu durumda ele alinan kiitle igin N, t anindaki mevcut atom sayist ve dN/dt birim zamanda pargalanan
atom sayisini gostermektedir.

Yine benzeri denklem, insan viicudunda biriken ila¢ miktarini belirlemek i¢inde kullanilmaktadir.
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