KISMi TUREVLER

Cok degiskenli analiz, temelde tek degiskenli analizin her
defasinda bir degiskene uygulanmasidir. Bir fonksiyonun
bagimsiz degiskenlerinden biri disinda hepsini sabit tutar ve o
tek degiskene gore tlirev alirsak, bir "kismi" tiirev elde ederiz
tek degiskene gore tiirev alirsak, bir "kismi" tiirev elde ederiz

iki Degiskenli Bir Fonksiyonun Kismi Tiurevleri
(Xo, Yo), bir f(x, y) fonksiyonunun tanim kiimesinde bir
noktaysa, dikey y = yo diizlemi, z = f(x, y) ylizeyini z = f(X, yo)
egrisinde kesecektir (Sekil 14.13). Bu egri1 y = yo diizlemindeki
z = f(X, yo) fonksiyonunun grafigidir. Bu diizlemdeki yatay
koordinat x; dikey koordinat z’dir. y-degeri yo’da sabit
tutulmaktadir dolayisiyla y bir degisken degildir. f’nin (Xo, Yo)
noktasinda, x’e gore kismi tiirevini f(X, yo)’1n X = Xo noktasinda
x’e gore normal tlirevi olarak tanimlariz. Kismi tiirevleri normal
tirevlerden ayirt etmek i¢in onceden kullandigimiz d yerine 0
semboliini kullaniriz.



R
\

y = ypdiizleminde

4y = yydiizleminde
~ dikey eksen
1
23 A
z = flx, o) egrisi

Yo

(g, ¥o)
(.\'0 + h, _\'0)

y = ypdiizleminde yatay eksen

TANIM  x'e Gore Kismi Tiirev
f(x, ¥)’nin (x;, yy) noktasinda x’e gore Kismi tiirevi, limitin var olmas

af . flxo + h,y0) — f(x0,10)
- lim

OX |ty h—0 h

olarak tanmimlanir.

z= f(x, yy) egrisinin y = y, dizleminde P(xy, yy, f(xq, vp)) noktasindaki egimi f'nin
(xg, vp)da x’e gore kismi tirevinin deferidir. Egrinin P'deki teeti 1se y = y; diizleminde
P'den bu egimle gegen dogrudur. (xy, ) daki of /dx kismi tiirevi, y degiskeni y, degerinde
sabit tutulurken f'nin x’e gore de@igim oramdir. Bu (xy, yy)da f* nin i yoniindeki degigim
oranidur.
TANIM  yye Gore Kismi Tiirev

f(x, y)'nin (xo, vy) noktasinda y’ye gore kismi tiirevi, limitin var olmasi sartiyla

af [,y + h) = flxo, yo)
— = lim \
dy =y 0 h

ddyf(ifos)’]

(xo, ¥o)

olarak tanimlanur,



2= f(xy, y) e@risinin dikey x = x, diizleminde P(xy, yy, f(xg, vy)) noktasimdaki (Sekil
[4.14 ) egimi, f'nin (x;, yp)da y'ye gore kismi tirevidir. Egrmin Pdeki tefeti 1se x = x;
diizlemmde P'den bu egimle gegen dogrudur. Kismi tiirev, x-degisken: x, degerinde sabit
tutulurken f'nin (x;, yp)da y'e gore defisim oranidur. Bu, (x;, yp)da f'nin j yonindeks
-~ degigim oranidr.
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ORNEK 1 Bir Noktada Kismi Tiirevlerin Bulunmas
ise (4,-5) noktasinda of/dx ve 0f/dy degerlerini bulun:
fo,y)=x>+3xp+y— 1

Cizim  df/dx’i bulmak igin, y’ye bir sabit olarak bakar ve x’e gore tiirev aliriz:

9
é=;—x(x2+3xy+y—1)=2x+3-1-y+0—0=2x+3y.

df/dx’in (4, —5)’teki degeri 2(4) + 3(-5) = 7 dir.
df/dy’yi bulmak igin, x’e bir sabit olarak bakar ve y’ye gore tiirev alirz:

.
£=%(x2+3xy+y— )=0+3-x-1+1-0=3x+1
9f /3y nin (4, ~5)'teki degeri 3(4) + 1 = 13'tir

ORNEK 2 Bir Kismi Tirevi Bir Fonksiyon Olarak Bulmak
f(x, y)=y sinxyise 0f/dy’yi bulun.

Cozim  x’e bir sabit, f’ye de y ve sin xy’nin bir garpimi olarak bakariz:
of 9, . . 9. N
o @(ysmxy) = Vg Sy + (smxy)@(y)
B ) o .
= (y cosxy)@(xy) + sinxy = xycosxy + sinxy.

ORNEK3  Kismi Tiirevler Farkli Fonksiyonlar Olabilirler

2y
fx ) = S cosx

ise f, ve f,’yi bulun.



Cozim  f’ye bir boliim olarak bakariz. y’yi bir sabit olarak alirsak,

; i( 2y )_(y+cosx);—x(2y)2y%(y

= ox y + cosx (y + cos x)?
_ (y + cosx)(0) — 2y(—sinx)  2ysinx
- (» + cosx) ~ (y + cosx)®’

buluruz. x’e bir sabit olarak bakmakla
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a( 2y ) (y+cosx)@(2y)—2y@(y
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f-"=@ + cosx (y + cosx)?
_ (y + cosx)(2) — 2y(1) __ 2cosx
(y + cosx)? (y + cosx)?

ORNEK 4 Kapal Tirev Alma

pz-Iz=x+y

denklemi z'yi x ve y'nin 1ki bagimsiz degiskenli bir fonksiyonu olarak tanimliyorsa, ve
kismi tiirev varsa, oz/ox'i bulun.
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ORNEK5  Bir Yiizeyin y-Yoniindeki Egimini Bulmak

x =1 diizlemi z = x? + y? paraboloidiyle bir parabol iizerinde kesisir. Paraboliin (1, 2, 5)
noktasindaki tegetinin egimini bulun (Sekil 14.16).

Cozim  Egim, dz/dy kismi tiirevinin (1, 2)’deki degeridir:

0z Jd 2 2

Z1 =267+ =2 =9(2) =4

W |12 ay " ) a2 laz @
z=32%4
ylizeyi

SEKIL14.16 x =1 diizlemi ile z = x* + )?
ylizeyinin kesigim egrisinin (1, 2, 5)
noktasindaki tegeti (Ornek 5).



ORNEK6  Uc Degiskenli Bir Fonksiyon

x, y ve z bagimsiz degiskenler ve

f(x, v, z)=xsin(y + 3z2)
1se,

i=i[xsiﬂ( +3z)]=xi5in( + 3z)
dz 0z Y 0z 4

= xcos(y + 32);—2(); + 3z) = 3xcos(y + 3z)
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Kismi Tiirevler ve Siireklilik

Kismi tiirevlerde, Tek degiskenli fonksiyonlarda oldugu gibi bir tiirevin
varhiginin siirekliligi gerektirdiginden farklidir. Bir f(X, y) fonksiyonunun bir
noktada, siirekli olmas1 gerekmeden, hem x hem de y’ye gore kismi tiirevleri var
olabilir. Ancak, f(X, y) nin kismi tiirevleri varsa ve merkezi (Xo, Yo)’da bulunan

bir daire i¢inde siirekli iseler, f fonksiyonu (Xo, Yo)’da siireklidir.

ORNEK 8 Kismi Tiirevler Var, Fakat f Siireksiz olan



0, # 0
flx,y) = { | _ 0
o, xy#0
1L xvy=0 7

yukarida verilen fonksiyonu gozoniine alalim. (Sekil deki gibi).

(@) (x, y) noktas1 y = X dogrusu iizerinden (0, 0)’a yaklasirken f’nin limitini
bulun.

(b) f’nin orijinde siirekli olmadigin1 gosterin.

(c) Orijinde, «(0,0) ve f,(0,0) kismi tiirevlerinin ikisinin de var oldugunu

gosterin.

a)



Im 0=0

lim (x,v)
Jlx.y = ()00

(x, v)—(0,0)

dir. Ciinkii f(x, y), y = x dogrusu boyunca (orijin hari¢) sabit olarak sifirdir.

(b) £(0, 0) =1 oldugundan (a)’daki limit fonksiyonun (0, 0)’da siirekli

olmadigini gosterir.

(c) (0, 0)’da fx’1 bulmak i¢in y’yi y = 0’da sabit olarak tutariz. Bu durumda, her
X1i¢in f(X,y) =1 dir ve f’nin grafigi deki L; dogrusudur. Bu dogrunun herhangi
bir x noktasindaki egimi fx = 0 dir. Ozel olarak, (0, 0)’da £4(0,0) = 0’dir. Benzer
sekilde, herhangi bir y noktasinda L, dogrusunun egimi fy ‘dir. Dolayisiyla,’da
fy(0, 0) = 0’dur.
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