KATLI INTEGRALLER

Iki degiskenli bir /(% y) fonksiyonunun, diizlemde bir bolge

tizerindeki integralini ve ii¢ degiskenli bir f(x.y, 2) fonksiyonunun,
uzayda bir bolge iizerindeki integraline katli integral denir. IKi

degiskenli stirekli bir f(xy) fonksiyonunun, diizlemde sinirli bir R
bolgesi lizerindeki integralini yakinsayan Riemann toplaminin limiti
olarak tanimlayabiliriz(mat 1 de oldugu gibi).

Diizlemsel bir R bolgesini kiiciik dikdortgenlere bolerek, her
dikdortgenin alanini, dikdortgen i¢indeki bir noktada f’nin de-
geri ile carpar ve sonunda biitiin bu carpimlar1 toplarz. f siirekli
oldugundan, her kii¢iik dikdortgen hem boydan hem enden kiigiiliirken,
bu toplamlar bir tek sayiya yakinsar. Bu limit degerine, f’nin R
tizerindeki iki katli integrali denir.

Dikdértgenler Uzerinde iki Kath integraller

Dikdortgensel bir R, Rias< x <b, csy=d bolgesi lizerinde

tanimh bir /% Y) fonksiyonu olsun. R balgesini, x- ve y-eksenlerine
paralel dogrularla kiigiik dikdortgenlere bolelim.
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Genisligi AX ve yiiksekligi AY olan kiigiik bir dikdortgenlerin alanm
AA = AxAy dir. K. dikdértgenin alani1 da AA, = Ax, Ay, dir ve bu
kiigiik dikdortgenlerden N tane olsun N —> O gittikge



dikdortgenlerin alani sifira gidecektir. R lizerinde bir Riemann toplami
olusturmak icin k. kii¢iik dikddrtgenin i¢inde bir (X,, Y, ) noktasindaki

fonksiyonun degeri , f (X, ¥, )ile AA alanmi garpimi taban aA olan ve

yiiksekligi f (X, Y, )olan dikddrtgenler prizmasinin hacmini  Verir.

AV, = (%, Vi) AA

kZAVk = Z f (Xk’ yk)AAk
-1 k=1

P boliniisiiniin, |P| norm’u, bolinen dikddtrgenler prizmasinin
hacminin en biiytigi olsun.

lim Zn:AVk = lim Zn: f (X Vi )AA

[Pl0 =t [P0

f(x, y) , Xy—diizleminde dikdortgensel bir R bolgesi lizerinde pozitif
bir fonksiyon olsun, bu durumda, f’nin R bolgesi tizerindeki iki katl
integralini, xy—diizleminin iist tarafinda; alttan R bolgesi ile ve iisten

z=f(xy) ile sinirlandirilmis cismin hacmi olarak yorumlayabiliriz.
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V=limY AV, = lim > f (%, v, )AA =[] f(x,y)dA
R
Iki Kath integralde Fubini teoremi (R dikdértgen ise)

TEOREM1  Fubini Teoremi [Birinci Sekli]
fix,¥), R: a=x=b, ¢ =y=d dkdortgen bolgesinde surekliyse,

- d fb b fd
/fflix._'n'hi"nl =jf fh',_r:l.:i".'n.':.f_1'=j flx, v) dv dx

R
olur.

ORNEK:
fl.y)=1-6y ve R0O=x=2-1=y=1 igin [, f(x.y) d4’y1 hesaplaymn.

Caziam Fubini teoremiyle,

: 1 2 1
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R

= / (2— 16 dy = [2v — &, =4
-1

bulunur. Integrasyon sirasim degistirmek de aym sonucu verir:

2 1 2
/ f (1 — 6x’y)dvde = / [_1' - 31'2_1.'2}1:'_I dx
0 J=1 0 !

2
=/ [(1 = 3x%) — (=1 — 3x7)] dx
D

Dikdortgensel Olmayan Simirh Bolgede iki Kath integraller
Bir f(x, y) fonksiyonunun, dikdortgensel olmayan, sinirh

bir bolge lizerindeki iki katli integralini i¢in, R> bdlgesini, kiicliik



dikdortgensel bolgelere ayiralim. R’nin, siir1 egrisel oldugundan ve
bazi kiiclik dikdortgenler kismen R’nin disinda kaldigindan, kismen ya
da tamamen disarida Kkalan kiicliik dikdortgenlerin  higbirini
kullanmadan, tamamen R’nin i¢inde kalan dikdortgenler alinarak
olusturulur. Boliinlisin - normu  (kullanilan  dikdortgenlerin
genigliklerinin veya yliksekliklerinin en biiyiigii) sifira yaklasirken,

R’nin icerdigi dikdortgenlerin sayis1 giderek artacaktir. yani

||P|| —0,n —> o olur,.
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i ;l flxk, vi) Ade = / f fix, v) dA

R

Bu limite katl integral diyoruz.



R R=R,UR,

o]

[[ Ay aa= [[ Axrda + [[ Ay da /] flx, y)dd = /] flx,y)dA + ﬂ flx. v) dA
R Ry Rs & i A

(xr yk) / = M‘

Hacim = lim ¥, fix;. y)) A4, = H fix,y)dA
R

f(x, y) yiizeyi pozitifse ve R bolgesi iizerinde siirekliyse, R ile

z=f(x, y) yiizeyi arasindaki kat1 bélgenin hacmini(yukarida verilen
sekil) V = ” f (X, y)dA dyr.
R




R, Xy-diizleminde “listten” ve “alttan™ ¥ = gl(X) ve y = gz(X) egrileri ve
yanlardan x = a, x = b dogrulariyla sinirl1 olsun.

A =] - f(xy)dy
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V= jj f(x,y)dA= j A(X)dx = j (j f(x y)dy)dx

ygl

- x = gyl

R, Xy-diizleminde “iistten” ve “alttan™ X = hl(Y) ve X = hz(Y) egrileri ve

yanlardan y = ¢, y = d dogrulariyla siirli olsun.(yukaridaki sekildeki
gibi) bu durumda;

A = 1 (x y)ox

V= jj f (X, y)dA = j A(y)dy = jq f(x y)dx)dy



TEOREM2  Fubini Teoremi [Daha Kuvvetli Sekil)

fix, ¥) bir B bolgesi tizeninde siirekli olsun.

1. R, g,veg, [a b]de sirekli olmak iizere, a = x = b, g,(x) = y = g.(x)
ile tammlamyorsa,

i)
_/]f{ryeﬂ ff flx, ¥) dydx
EI
olur.

2. R, hyve h; e, d]'de siirekh olmak Gzere, c =y =d, h{y) =x = haly)
ile tammlaniyorsa,

knlr)
ffftx}'}dﬂ-f‘i :fx}'}ﬂ’-rﬂ’y
FUR

olur.





