Turevlenebilir Fonksiyonlarin Terslerinin Tiirevleri

f(x) = (1/2)x + I’in ve tersi f1(X) = 2X — 2’nin tiirevlerini hesaplarsak
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Tirevler birbirlerinin ¢arpmaya gore tersidir.

f ve fVin egimleri arasindaki ¢carpmaya gore terslik iliskisi baska fonksiyonlar
icin de gecerlidir. Fakat, birbirlerine kars1 gelen noktalardaki egimleri
karsilastirmaya dikkat etmeliyiz. y = f(X)’in (a, f(a)) noktasindaki egimi f'(a)

ise ve f'(a)=0ise, y=f"(x)’in buna karsilik gelen (f(a), a) noktasindaki egimi
1/ f'(a) dir b = f(a) yazarsak
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olur. y_= f(X)’in (a, f(a))_ noktasinda yatay bir tegeti varsa f*ters fonksiyonunun
(f(a), a) noktasinda dikey bir tegeti vardir ve bu sonsuz egim f*in

f(a) da tiirevlenebilir f*ters fonksiyonunu olmamasini gerektirir. Teorem 1,
7 I’in hangi kosullar altinda, ayn1 zamanda f ’nin deger kiimesi de olan, tanim
kiimesi i¢inde tlirevlenebilir oldugunu vermektedir.
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Egimler birbirini carpmaya gore tersidir: (f b=



TEOREM 1: Ters fonksiyonlar icin tiirev kural

fnin tanim kiimesi [ ise ve [ tizerinde f'(x) var ve hig sifir olmuyorsa, f~ I tamm
kiimesinin her noktasinda tiirevlenebilir dir. f~ in tanim kiimesinin bir » nok-
tasindaki (f7!)’ degeri, f"'nina = f~ l(b)deki degerinin ¢arpmaya gore tersidir.
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ORNEK

fix) = x%, x = 0 fonksiyonu ve tersi fl(x) = VX'in tirevleri f'(x) = 2x

ve (F71)'(x) = 1/(2Vx) dir.

Teorem 1, f~'(x)’in tiirevinin
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ORNEK

f(x) =x =2 olsun. f'(x) igin bir formiil bulmadan df/dx’in x = 6 = f(2)'deki degerini
bulun.
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ORNEK

flx) = ¥ -3’ -1, x = 2 olsun.
noktasindaki degerini bulun.

df'fdv'in x = — 1 = f(3)
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LOGARITMA FONKSIYONU VE OZELLIKLERi
TANIM: Dogal Logaritma fonksiyonu

1nx:f%dr, x>0
1

tanimlanir.

"
lnl=/ —dt = 0.
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bu alanin negatifini verir.

x>1lise,Inx =

bu alam verir.
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x=1lise,Inx =/ ;dt:Oolur.
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y=Inx

TANIM e Sayisi
e say1s1, dogal logaritma fonksiyonunun tanim kiimesinde

In(e) =1
esitligini saglayan sayidur.

y=In x tiirevi
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(b) u = x2 + 3ile (1) denklemi
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her pozitif a sayisi i¢in dogrudur:
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TEOREM2  Logaritmalarin Ozellikleri

Herhangi a > 0 ve x > 0 sayilar i¢in, dogal logaritma su kurallar saglar:

1. Carpim Kurall: Inax = Ina + Inx

2.  Boliim Kuralr: ln% = Ina — Inx

3. Carpmaya Gore Ters Kuralr: ln% = —Inx a=1ile Kural 2
4. Kuvvet Kurali: Inx" = rinx r rasyonel

{ﬂ) In6 = In [23} =In2+ In3 Carpim

(b) In4 — In5 = m% = In0.8 Béliim
{E} lﬂ% = —In8 Carpimaya gore ters
= —In2* = —3In2 Kuvvet

(a) In4 + Insinx = In(4sinx)

(b) 1112“:;_13 =In(x+ 1) — In(2x — 3)

| -
(l'.!} Insecx = In Cos Y —Incosx Carpmaya gore ters

@ InVx+1=In(x+1)"7"= %m[x +1)  Kuvvet

ORNEK
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¥ — \ x > 1 ise dy/dx’i bulun.
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ORNEK
v = #(sin(ln#) + cos(Inh)) q
Y _,
do

& = [sin(In #) + cos (In #)] + 6 [cos (In ) - 3 — sin(In 6) -

]

| ek

=sin(In#) + cos(In &) + cos(In #) — sin(In #) = 2 cos (In 7)
ORNEK

_ dy _ secftanf+sec’d _ secfitanf+sec) _
y_ln(SECﬂ-l_mng) = i secf+tanf ~  tanf4secd = sec

ORNEK



_ 1 _ _1 r_ 1 1f. 1 y_  2Ax+D+x _ 3x42
y=In =—hx-7lhx+1) =y = 2( )— BN+l x40

ORNEK

y=In(ln(nx)) = ¥y =i -2 (n(nx) = iy " s - S (Inx) = L

In (In x) In(lnx) Inx % (In x) In{In x)

USTEL(EKSPONENSIYEL) FONKSIYON

expx =e'
! =
y=In"" x=expx

N
fonksiyonu In x fonksiyonun tersidir, * ~ % ¥ = €XP*

81 y=In"x
veya
TF x=lIny

lim In"'x = o ve lim In'x = 0.
x—*0d x—»—00



In () = 1

e=2.718281828459045

y = " Fonksiyonu

_ 1
e’ =e-e, e 2=—2, ell? = \/.:3.

Ine"=rilne=r-1=r

In x bire-bir oldugundan ve (In"! r) = r oldugundan, bu denklem bize

¢ — In r=expr, rrasyonel 1)

TANIM  Dodgal Eksponansiyel Fonksiyon
Her x reel sayisi igin, ¢ = In™' x = exp x, olarak tammlanr.

¢ ve In x Icin Ters Denklemler
enr =y (her x > 0 igin) (2)

In(e") =x (her x igin) (3]



ORNEK 1 Ters Denklemleri Kullanmak

(a) Ine? =2
(b) Ine™' = —1

(c) ln\/_=%

(d) Ine¥™ = sinx

(e) " =2

(f) E]n{_r2+1} =x2 + 1

) 32 — 2 _ 8 _ ¢ Bir yol

(h) €2 = ()Y =2° = Bir baska yol

ORNEK 2 Bir iissii cizmek
e** =10 ise k’yi bulun.

Cozim  Iki tarafin da dogal logaritmasini alin:

e =10
Ine* = In 10
2k = In10 (3) denklemi
k=Lmio.
2

a" Genel Eksponansiyel Fonksiyonu
Her pozitif a sayist igin, @ = ™ oldugu i¢in, @i (e “)y* = ¢"'"? olarak diisiinebiliriz. Bundan
dolay1 asagidaki tanimi yapanz.

TANIM  Genel Eksponansiyel Fonksiyon
Herhangi a > 0 ve x sayilar igin, a tabanh eksponansiyel fonksiyon

a = E,1’]1‘”..'

dir.

a=ceikena' =M =¢g'Me= "1 = & verir.



ORNEK3  Ustel Fonksiyonlar Hesaplamak
(3} 2"».-’5 — EVEIHE ~ E]_Eﬂ ~ 33?2

(‘h) 2'1T — E'JT]I‘IE = EE.]B = 88

TEOREM3 & icin Us Kurallan

Her x, x, ve x, sayilar i¢in ¢" doZal eksponansiyel fonksiyonu asagidaki kuralla-
ra uyar.

1. el = ghith2

1
. —

2. e = =

e
o]
e X|—x
3. o = €

4. {e_n)xz = "1™ = (Exg].rl

ORNEK 4 Us Kurallarini Uygulamak

(a) e tn2 = ¥l el = 2p¥ Kural 1

—Inx _ 1 _ l e

(b) e = Jlnx =3 Kural 2
= —

(c) e = > ! Kural 3

(d) {33}1 =¥ = (EI]3 Kural 4

e*in Tiirevi



% = i(ex] = %ln_lx
=4 ()
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u, x'in tirevlenebilir herhangi bir fonksiyonu ise

d , ,du
= g —

Ef dx’

ORNEK 6  Zincir Kuralini Uslerle Uygulamak

(b) d%ceﬂ'” = em"‘i(sinx] = %" . cosx

TEOREM 4  Bir Limit Olarak e Sayisi
€ Sayl1sl

e = lim (1 + x)'/~

x—()

limiti olarak hesaplanabilir.



Kuvvet Kurali Genel Hali

x = 0 oldugu stirece herhangi bir say1 olabilir:

Inx" = In {E"lnx) =nlnx In e = u, u keyfi
%I" = % e" Inx K", x = 0"1in tamm
— nlnx i e
=€ . dx (H lnx) e igin Zincir Kurali
n n -
=X "'y Yine tamm
= px""!

Kuvvet Kurali ( Genel Hal)
u, x’1n tiirevlenebilir pozititf bir fonksiyonu ve n herhangi bir reel say: ise, bu
durumda u"'de x"in tiirevlenebilir bir fonksiyonudur:

d _1du
—u" = " ==

dx dx

ORNEK9  Kuwvet kuralini Irrasyonel Kuwetlerle Kullanmak
(a) %fﬁ- = VaVEl (x> 0)

(b) d%(z + sin3x)™ = (2 + sin 3x)™ '(cos 3x) * 3

= 37(2 + sin3x)" (cos 3x).

ORNEK
y = In(3te™)
Turevi?

y=In(3te™)=lm3+Int+hnet=m3+ht—t = L =1_1=1=

dt t



ORNEK

y:ln]_‘;—ﬂeﬂ:lneﬂ—ln(lﬂﬂ):ﬂ—ln(1+e3) = d—y—l—(L)i(l_{_eE):]_i:L

TERS TRIGONOMETRIK FONKSIYONLAR

Ters Fonksiyonlari Tanimlamak

Alt1 temel trigonometrik fonksiyon bire-bir degildirler (degerleri periyodik olarak tekrar-
lanir), fakat tamim kiimelerini bire-bir olduklarn araliklara kisitlayabiliriz. Siniis fonksiyo-
nu x = —/2deki —1 degerinden x = 7r/2'deki 1 degerine kadar artar. Tanim kiimesini
[-7/2, /2] arahgma kisitlamakla sin™' x gibi bir tersi var olacak sekilde bire-bir olmasi-

m saglayabiliriz (Sekil 7.16). Benzer tanim kiimesi kisitlamalan alt1 trigonometrik fonksi-
yonun her biri i¢in uygulanabilir.

Trigonometrik fonksiyonlar bire-bir yapan tanim kiimesi kisitlamalan

Fonksiyon Tanim Arahg Deger Arahg
sin x [—m/2, m/2] [—1,1] sin x
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tan x (—7/2,mw/2) —00, 00) Y tanx

1 1
T 0 T
:IZ 2
cot x (0, ) —00, 00) ¥
cotx i
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sec x [0, 7/2)U(m/2,w] (—o0,—1]UTJl, 00) ¥ sec x
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csc x [—7/2,0) U (0, 7/2] (=00, —1]U[l, 00) Y cscx

Bu kisitlanmig fonksiyonlar artik bire bir olduklan igin, tersleri vardir ve bunlar
agidaki sekilde gosteririz:
y=sin'x veya y=arcsinx

y=cos'x veya y=arccosx

y=tan"'x veya y=arctanx

y=cotlx veya y=arccotx

y=secT' x veya y=arcsecx

y=csc'x veya y=arcescx



Arksiniis ve Arkkosiniis

x’in arksiniisii, [-7/2, 7/2]de siniisii x olan agidir. Arkkosiniis ise [0, 7]'de kosiniisii x
olan agidur.

TANIM  Arksiniis ve Arkkosiniis Fonksiyonlari
y=sin"l x, [-7/2, /2] araliginda sin y = x olan say1dur.
y= cos”! x, [0, 7] araliinda cos y = x olan sayidir.
.—v
S| x=siny
\\\ y = sin~lx
T V- Tamm aralif: [-1, 1]
y y=sinx -T=x=Z 2| [ Degeraraligi: [~m/2, w/2]
Tanim aralify: [—m/2, 7/2] | I .
Deger araligi: [-1, 1] -1 01 g
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SEKIL7.18 y=sinx, —r/2 = x = m/2] , ve (b) tersi y = sin™! xin grafikleri. sin x’in
grafiginin y = x dogrusuna gére simetriginin alinmasiyla elde edilen sin™ x’in
grafigi, x=sin y egrisinin bir parcasidir.

X =COSY

- y=cosx,0=x=xw
Tanm aralig: [0, 7]
1 Deger aralig: [-1, 1]

(a)

¥
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/
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T =
y= cos~lx
n Tamim arahg: [-1, 1]
2
|

\)eger arali: [0, 7]
X

SEKIL7.19 v=cosx,0=x=m,ve(b)tersiy= cos™ X’in grafikleri.
cos x’in grafifinin y = x doZrusuna gore simetrifinin alinmasiyla elde
edilen cos™ x’in grafigi, x = cos y egrisinin bir parcasidir.



cos'x+cos (=x)=m

cos™! (=x)=m - cos ' x

sin” x + cos ™ x=7/2

tanx, cot x, sec x ve csc x'in Ters Fonksiyonlari
x’in arktanjant: tanjant1 x olan bir agidir. x’in arkkotanjant: ise kotanjant x olan bir agidir.

TANIM  Arktanjant ve Arkkotanjant Fonksiyonlari

y=tann' x, (—7/2, 7/2) araliginda tan y = x olan sayidur.

y=-cot™! x, (0, 7) araliginda cot y = x olan sayidur.

y= tan~'x
':1 Tanmm aralifi: (-, %)
_______m| Degeranhgn (w2, mf2)
2
> I
0
——————— S ————-- 1 1
2 tan " (—x) =—tan" x
tek fonkdur
y
T y= cot~lx
Tanmim aralifi: (—=e, =)
Deger aralifn: (0, )
_______ Tr_ —— i — e —




y= sec x

Tanim aralig: x| = 1
Deger aralifn: [0, 7/2) U (77/2, 7]
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Tanim aralif: |x] = 1
Deger arahf: 0=y

I
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SEKIL 7.26 V= sec™ x'in sol kolu igin
gesitli mantikh se¢imler vardir. A se¢imi ile
sec™ x=cos™ (1/x), kullanigh bir 6zdeslik,
bir¢cok hesap makinesinde caligir.

Seklinde de alinir.

y= csclx

Tamm arah@ x| =1
Deger aralifn: [-m/2, 0) U (0, 7/2]
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ORNEK 4

a = sin”!

LIt

ise cos a, tan a, sec «, scc a ve cot a’y1 bulun.

Coziim Yukaridaki denklem sin & = 2/3 oldugunu soyler. a’y1, hipoteniisii 3 olan bir dik
tiggende, karsisindaki kenan 2 olan bir ac1 olarak resmederiz (Sekil 7.27). Diger kenarin
uzunlugu

\/(3)2 - (2)2 = \/9 —4 = \/g Pisagor Teoremi

olarak bulunur. Bu bilgiyi de sekle ekler ve sonra tamamlanmis liggenden istedigimiz bil-
gileri okuruz:

5 2 3 3 Vs
cosa = —, tana = ——=, seca = ——, csca ==, cota = — ]

3 NG NG 2 2

ORNEK5  sec (tan™" 3) i bulun.

Cozim @ = tan~! (x/3) aliriz (sadece ag1ya bir isim vermek igin) ve 8°y1

tan # = karsi/komsu = x/3

olan dik iiggende resimlendiririz. Uggenin hipoteniisiiniin uzunlugu

Vxr+32= Va2 + 9.

sec i = ————=

Vil + 9
VZ+9 3

x

olarak bulunur. Boylece

sec (tan_' g—c) = sech

Vi 49 Hipoteniis
= — sec =

3 komsu
elde ederiz. [ |






