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Konular

Fonksiyonlar: Tanim Kiimesi, Fonksiyonlar ve Grafikleri, Cift-tek Fonksiyonlar, Simetri,
Fonksiyonlarda Islemler (Toplami, Farki, Carpimi, Boliimii ve Katlar1), Bileske Fonksiyonlar,
Parcali Fonksiyonlar, Polinomlar ve Rasyonel Fonksiyonlar, Trigonometrik Fonksiyonlar.

Limit ve Siireklilik: Bir Fonksiyonun Limiti ve Limit Kurallari, Sandvi¢ (Sikistirma) Teoremi,
Limitin Kesin Tanimi, Tek Tarafli Limitler, Sonsuzlugu it;eren Limitler, Sonsuz limitler

Siireklilik: Bir noktada stireklilik, Siirekli Fonksiyonlar, Ara Deger Teoremi, Siireksizlik
Cesitleri. Tiirev: Teget ve Normal Dogrular, Bir Noktada Tirev, Bir Fonksiyon Olarak Tiirev,
Tek Tarafli Tirevler

Bir Aralik Uzerinde Tiirev, Tiirev Kurallari, Yiiksek Mertebeden Tiirevler, Trigonometrik
Fonksiyonlarin Ttrevleri, Zincir Kurali, Kapali Fonksiyonlarda Tiirev, Lineerlestirme ve
Diferansiyeller, Artan-Azalan fonksiyonlar

Transandant fonksiyonlar: Ters Fonksiyonlar ve Tiirevleri, Ustel ve Logaritmik
Fonksiyonlarin Ozellikleri ve Tiirevleri, Logaritmik Tiirev Alma, Ters Trigonometrik
Fonksiyonlar ve Tiirevleri, Hiperbolik ve Ters Hiperbolik Fonksiyonlar ve Tiirevleri

Belirsizlikler ve L’'Hopital Kurali, Fonksiyonlarin ekstremum degerleri, Kritik noktalar,

Rolle Teoremi, Ortalama Deger Teoremi, Yerel Ekstremumlar i¢in Birinci Tiirev Testi,
Konkavlik, Konkavlik i¢in ikinci Tiirev Testi, Biikiim Noktalari, Yerel Ekstremum icin ikinci
Tirev Testi

Ara Smav 1

Grafiklerin Asimptotlari, Egri ¢izimi, Ters Tiirevler, Belirsiz integral, Integrasyon Tablosu

Integral: Alan ve Sonlu Toplamlarla Tahminde Bulunmak, Sigma Notasyonu ve Sonlu
Toplamlarin Limitleri, Riemann Toplamlari, Belirli integral, Belirli integralin Ozellikleri,
Negatif Olmayan Bir Fonksiyonun Grafiginin Altindaki Alan, Siirekli Bir Fonksiyonun
Ortalama Degeri

Belirli integraller i¢in Ortalama Deger Teoremi, Kalkiiliisiin Temel Teoremi: Temel Teorem
Kisim 1, Temel Teorem Kisim 2, Integrasyon Teknikleri: Yerine Koyma Teknigi (Degisken
Degistirme), Kismi Integrasyon, Trigonometrik Integraller, Indirgeme Formiilleri

Kiigiik Siav 1, Trigonometrik Degisken Dontisiimleri, Tan (6/2) Degisken Degistirme,
Rasyonel Fonksiyonlarin Kismi Kesirlerle integrasyonu

Kaynak :Thomas Calculus cilt 1
Hazirlayan :Nuran GUZEL
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Belirli integralin Uygulamalari: Diizlem Bélgelerin Alanlarinin Hesabu, iki Egri Arasindaki
Alan, Donel Cisimlerin Hacimlerinin Hesabi1 (Disk Yontemi, Pul Yontemi, Silindirik Kabuk

Yontemi), Yay Uzunlugu, Donel Yiizeylerin Alanlari

Genellestirilmis (Imroper ) Integraller, I.Tip ve II. Tip Genellestirilmis (Imroper) integraller

1.3 FONKSIYONLAR; TANIM VE DEGER KUMELERI

TANIM Fonksiyon: D ve Y bos olmayan iki kiime olsun. Bir D kiimesinden bir Y kiimesine bir

Ders
Kitabi 1
(Bolim
6)

Ders
Kitabi 1
(Bolim
8)

fonksiyon, D’deki her x elemanina Y’de tek bir f(x) elemani esleyen bir kuraldir.f:D-2>Y seklinde veya

y=f(x) seklinde gosterilir. Burada f bir sembol olup, bir fonksiyonu ifade etmektedir. Bagimsiz
degisken adi verilen x harfi f fonksiyonunun girdi degerini ve bagiml degisken y ise f'nin x’teki

degerine karsilik gelen, cikti degerini gdstermektedir.

Bltln olasi girdi degerlerinin kimesi D’ye fonksiyonunun tanim kiimesi denir. x, D (izerinde

degisirken bitiin f(x) degerlerinin kiimesine fonksiyonun deger kiimesi denir. Deger kiimesi y’deki

her elemani icermeyebilir

Girdi Cikt

(Tamim)

D = tanim kiimesi

Kaynak :Thomas Calculus cilt 1
Hazirlayan :Nuran GUZEL

(Deger)

=

Y = deger kilmesim
iceren kiime



ORNEK1  Tamm ve Deer Kimelerini Belirlemek

Verilen fonksiyonlarin tamim ve deger kiimelerini saglayin.

Fonksiyon Tanim arahg (x) Deger aralif (y)
y=x’ (—00, 00) [0, 00)

y =1k (=00,0)U (0, 00) (=00,0)U (0, 00)
y=Vx [0, o©) [0, o©)
y=V4-—x (—00, 4] [0, o)
y=V1-x’ [—1, 1] [0, 1]

Cizim v = x° formiilii her x reel sayis1 igin reel bir y-degeri verir, dolayisiyla tanim
kiimesi (—00, 00) dur. y = x” nin deger kiimesi [0, ©0) dur ¢iinkii herhangi bir reel saymin
karesi negatif olmayan bir sayidir ve negatif olmayan her y sayis1 kendi karekokiintin kare-
sidir, y = 0 i¢in y = (Vy )* dir.

y = 1/x formiilii x = 0 harici her x igin reel bir y-degeri verir. Hi¢ bir sayny sifir ile béle-
meyiz. y = 1 /x ’in deger kiimesi, yani 0 harig biitiin reel sayilarin garpmaya gére terslerinin
kiimesi, y=1/(1/y) oldugundan, sifirdan farkl biitiin reel sayilar kiimesidir.

y= \/; formiilii ancak x = 0 ise reel bir y-degeri verir. Negatif olmayan her say1 bir
bagka saymmn karekokii oldugu igin (yani, kendi karesinin karekokiidiir), y = Vx'in
deger kiimesi [0, o0)

vy = V4 — x ’teise, 4—xnegatif olamaz. Yani, 4 —x = 0 veya x = 4 olmahdir. For-
miil, x = 4 igin reel y- degerleri verir. V4 — x ’in deger kiimesi [0, 00), yani biitiin

negatif olmayan sayilar kiimesidir.
y= V1 — x? formiili [-1, 1] kapal araligindaki her x i¢in reel bir y-degeri verir.

Bu arah@mn disinda, 1 — x? negatiftir ve karekokii reel bir say1 degildir. 1 — x*’nin ve
karekdkiiniin degerleri 0 ile 1 arasinda degisir. V'1 — x? *nin deger kiimesi [0, 1] dir. m

FONKSIYONUN GRAFIKLERI

fonksiyonun grafigi bir fonksiyonu goz 6niinde canlandirmanin bir baska yolu dur. Tanim
kiimesi D olan bir f fonksiyonun grafigi, Kartezyen diizlemde koordinatlar1 f i¢in girdi-
cikti giftleri olan noktalardan olusan kiimedir. Yani, grafik

{(x, f(x)) | xe D}

Kimesidir

Kaynak :Thomas Calculus cilt 1
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ORNEK 2  Bir Grafik Cizmek

[-2, 2] arahifinda y = x” fonksiyonunun grafigini ¢izin

x y=x*
—2 4
—1 1
0 0
1 1
3 9
2 4
2 4
¥ ¥
24| L2.4 ol
3L 3L V=1
39
o o2d) |
-LDg ;L LD .
| | | | > X | | | | > X
2 -1 0 12 2 -1 0 1 2

Dikey Dogru Testi

Cizdiginiz her egri; bir fonksiyonun grafigi degildir. Bir f fonksiyonu; tanim araligindaki
her X i¢in, tek bir f(x) degeri alacagindan higbir dik dogru bir fonksiyonun grafigini bir
kereden fazla kesemez. Yani bir gember bir fonksiyonun grafigi

olamaz, ¢iinkii baz1 dik dogrular ¢emberi iki kere keser (Sekil). y=a bir f fonksiyonunun
tanim kiimesinde ise, X = a dikey dogrusu f’nin grafigini tek bir (a, f(2)) noktasinda
kesecektir.

(a) Cember bir fonksiyonunun grafigi degildir; dik dogru testini saglamaz.

Kaynak :Thomas Calculus cilt 1
Hazirlayan :Nuran GUZEL
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SEKIL1.28  (a) Cember bir fonksiyonunun grafigi degildir; dik dogru testini saglamaz. (b) iist yarigember bir f(x) = V1 — ¥’ fonksiyonun
grafigidir. (c) alt yarigember bir g(x) = =\/1 — x? fonksiyonun grafigidir.

Parcali Olarak Tamimlanan Fonksiyonlar

Bazen bir fonksiyon tanim arahifmin farkli bolgeleri i¢in degisik formiillerle verilebilir.
Bunlardan biri grafigi Sekil 1.29°da verilen mutlak deger fonksiyonu dur:

x| {x, x=0
x:
—X, x=<20

Asagida bu tip fonksiyonlara birkag 6rnek verilmektedir.

¥
;L y=H
y =
y=x
2=
1+
I I R B
3 2 -1 0] 1 2 3

SEKIL1.29 Mutlak deger
fonksiyonunun tanmim kiimesi
(=00, 00) ve deger kiimesi [0, 00).

Kaynak :Thomas Calculus cilt 1
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ORNEK5  Parcali Olarak Tammli Fonksiyonlarin Grafiklerini Cizmek

—X, x=120
flx) = x2, 0=x=1
1, x>1

fonksiyonu biitiin reel dogru ilizerinde tamimhidir, ancak deZerleri x’in konumuna bagh
olan farkl: formiillerle bulunur. f’nin degerleri: x <0 iken y =-x ile, 0 = x =1 iken
y =x?ile ve x > 1 iken y = 1 ile verilir. Halbuki fonksiyon, tanim kiimesi biitiin reel sayilar

kiimesi olan sadece bir fonksiyondur. (Sekil 1.30). [ |
v
y = —x y = flx)
7 -
y=1

ORNEK 6  En Bilyikk Tamsayi Fonksiyonu

Herhangi bir x sayisindaki degeri x’ten kiigiik veya x’e esit en biiyiik tamsay1 olan fonksi-
yona en bilyiik tamsay: fonksiyonu veya tamsayi taban fonksiyonu denir. [ x | veya ba-
z1 kitaplarda [ x ] veya [[ x ]] ile gosterilir. Sekil 1.31°de grafigi goriilmektedir.

[24] =2, [1.9] =1, 0] =0, [—-12] = =2,

[2] =2, [0.2] =0, |-03] = -1 [-2] = -2 n

Kaynak :Thomas Calculus cilt 1
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1.3 Fonksiy

SEKIL1.31  En bilyiik tamsay1
fonksiyonu y = |_xJ "in grafigi
v = x dogrusunda veya dogrunun

altinda bulunur ve béylece x igin bu1
tamsay1 tabani olusturur (Ornek 6).

ORNEK 7  En Kiiciik Tamsay! Fonksiyonu

Herhangi bir x sayisindaki degeri x ten biiyiik veya x e egit en kii¢iik tamsayi olan fonksi-
yona en kiiciik tamsay: fonksiyonu veya tamsayi tavan fonksiyonu denir. | X | ile gos-
terilir. Sekil 1.32°de grafigi goriilmektedir. Bu fonksiyon, x’in pozitif degerleri i¢in 6rne-
gin, bir saat i¢in $1 alan bir park yerinde x saat kalmanin ederini gosteriyor olabilir. [

SEKIL1.32  En kiigiik tamsay1
fonksiyonu y = [x—l "in grafigi

v = x dogrusunda veya dogrunun
iistiinde bulunur ve boylece x i¢in
bir tamsay1 tavan olusturur.
(Ornek 7).

Kaynak :Thomas Calculus cilt 1
Hazirlayan :Nuran GUZEL



Lineer Fonksiyonlar m ve b sabitler olmak iizere f(x) = mx + b seklindeki bir fonksiyona li-
neer fonksiyon denir. Sekil 1.34 te b=01¢in f(x)= mx dogrularindan bazilar1 goriilmek-
tedir, yani bu dogrular orijinden gegerler. m = 0 egimi i¢in sonug sabit foksiyondur (S$ekil
1.35).

SEKIL 1.34 y = mx dogrularinin egimleri m
dir ve hepsi orijinden gegerler. SEKIL 1.35 Bir sabit fonksiyonun
egimi m = 0 dir.

Kuvvet Fonksiyonlan  Bir a sabiti i¢in f(x) =x“ seklindeki bir fonksiyona kuvvet fonksiyo-
nu denir. Dikkate alinmasi gereken birkag 6nemli durum vardir.

(a) a = n, bir pozitif tam say1.

n=1,2,3,4,51¢in f(x) =x""in grafikleri Sekil 1.36 da gosterilmektedir. Bu fonksiyonlar

x’in biitlin reel degerleri igin tanimhidir. n kuvveti biiyiidiik¢e egrilerin (-1, 1) arahifinda

x-cksenine dogru yassilastiina, ayrica | x | > 1 i¢in daha dik yiikseldigine dikkat edin.
Her egri (1.1) noktasindan ve orijinden geger.

Kaynak :Thomas Calculus cilt 1
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SEKIL1.36 n=1,2,3,4, 5igin f(x) =x"in grafikleri —» < x < % i¢in tanimlidur.

(b) a=-1 veya a=-2.

fx)=x"1=1/x ve g(x)=x2=1/x* fonksiyonlarimn grafikleri Sekil 1.37 de gosterilmis-
tir. Her iki fonksiyonda her x # 0 igin tammhdir (asla sifir ile bolemezsiniz). y = 1/x’in
grafigi, orijinden uzaklastik¢a eksenlere yaklasan xy = 1 hiperboliidiir. y = 1/x*’nin grafi-
&1 de koordinat eksenlerine yaklagir.

X
0 1 1~
Tanim Kiimesi: x # 0 x
Deger Kiimesi: y # 0 0 I
Tanim Kiimesi: x # 0
Deger Kiimesi: y = 0
(a) (b)

SEKIL1.37 (a) a=-1ve (b) a=-2 igin f(x)=x" fonsiyonlarinin

grafikleri.
113 2
(c}a—2,3,2 ve 3

flx) = x'? = \/; ve g(x) = xR = \E/J; fonksiyonlan sirasiyla karekok ve kiipkok
fonksiyonlaridir. Karekok fonksiyonunun tamim kiimesi [0, 00) dur, fakat kiipkok fonksi-
yonu biitiin reel x’ler igin tanimlidir. Grafikleri, Sekil 1.38 de y = 2 ve y= x*/**iin gra-
Fikleri ile birlikte verilmistir (x*/2 = (x'/2)? ve x/ = (x'/*)? oldugunu hatirlaym).

Kaynak :Thomas Calculus cilt 1
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rl‘l rl,

* ] L
0 | /!
Tanim Kiimesi: () <y < Tanim Kilmesi: == < y << =

Deger Kiimesi: 0 =y < Deger Kiimesi: =00 <y <

'L.l

V

|

> X
0] 1 0
Tamm Kiimest: 0 = x < = Tamm Kilmesi: == < y < =
Deger Kiimesi: 0 =y < Deger Kiimesi: 0 =y <=
: 1132 . .
SEKIL1.38 a = 2130 Vey.icin f(x) =x“ fonksiyonlarmn grafikleri.

Polinomlar  n, negatif olmayan bir tam say1 ve ay, a;, a, ... , a, sayilar1 (polinomun kat-
sayilar1 denir) reel sabitler olmak lizere

px)=ax" +a, X'+ +ax+a,

ile tanimli p fonksiyonuna polinom denir. Biitiin polinomlarm tamm kiimeleri
(=00, 00) dur. Ilk katsay1 a,, # 0 ve n > 0 ise n’ye polinomun derecesi denir. m # 0 ile li-
neer fonksiyonlar 1. dereceden polinomlardir. Genellikle p(x) = ax’ + bx + ¢ seklinde
yazilan 2. derece polinomlara quadratik fonksiyonlar denir. Benzer sekilde 3. dereceden
plx) = ax> + bx> + ex +d polinomlarn kiibik fonksiyonlar dir. Sekil 1.39 da ¢ polino-

mun grafikleri goriilmektedir. Polinomlarin grafiklerinin nasil ¢izildigini Bélim 4°te
ogreneceksiniz.

Kaynak :Thomas Calculus cilt 1
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(a) (b) (c)

SEKIL1.39  Ug Polinom fonksiyon grafigi.

Rasyonel Fonksiyonlar Bir rasyonel fonksiyon iki polinomun boliimii veya oranidir:

X
p ve g polinomlar olmak iizere f(x) = f;%

Bir rasyonel fonksiyonun tammm kiimesi, g(x) # 0 kosulunu saglayan biitlin x reel
sayilarimin kiimesidir. Ornegin,

_2x* -3
f&) =93

fonksiyonu, tanim kiimesi {x | x # —4/7) olan bir rasyonel fonksiyondur. Grafigi, Sekil
1.40a da diger iki rasyonel fonksiyon grafikleri Sekil 1.40b ve Sekil 1.40c ile birlikte
gosterilmistir.
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Hazirlayan :Nuran GUZEL



V 2
o , yo B0t

P +2
2_/\
Y 5
2 Y= xta \ ) V=3 dogrusu
l L / [P W | O BRI B

--2

)
\h
I
(2]
=N
-
]
v
=
v
—t
=
1
Pd
I

OLCEKLI DEGIL

(@) (b) ()

SEKIL1.40  Ug rasyonel fonksiyon grafigi.

Cebirsel Fonksiyonlar  Bir cebirsel fonksiyon, polinomlardan, cebirsel islemler kullanilarak
(toplama, gikarma, ¢carpma, bolme ve kok alma), polinomlardan elde edilen bir fonksiyon-

dur. Rasyonel fonksiyonlar cebirsel fonksiyonlarin bir dzel halidir. Sekil 1.41 de ti¢ cebir-
sel fonksiyonun grafikleri goriilmektedir.

y= XIB(I —4) y v = x(l — X}Z'IIS
I },=§(Jz_ 1?3
y
20— 1=
1 -
1 ¥ . ! .
“10 0 0 351
1+ -
_2 A
3+
(a) (b) (c)

SEKIL1.61  Ug cebirsel fonksiyon grafigi.
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Trigonometrik Fonksiyonlar ~ Trigonometrik fonksiyonlar1 Bolim 1.6 da inceleyecegiz.
siniis ve cosins fonksiyonlarmin grafikleri Sekil 1.42 de gosterilmustir.

*\4 VR VI VARV,

(a) fix) = sin x (b) fix) = cos x

SEKIL1.42  Siniis ve cosiniis fonksiyonlarmin grafikleri.

Ustel Fonksiyonlar  Taban a > 0 pozitif bir sabit ve a # 1 olmak iizere f(x) = a* seklindeki
fonksiyonlara iistel fonksiyonlar denir. Bitiin dstel fonksiyonlarm tamm kiimeleri
(—00, 00) ve deger kiimeleri (0, 00) dur. Dolayisiyla, bir iistel fonksiyon highir zaman 0
degerini almaz. Baz iistel fonksiyon grafikleri Sekil 1.43 te gdsterilmigtir. Ustel fonksi-
yonlarm analizi Bolim 7 de yapilmaktadir.

y )
y=10" y= 107"
12 12+
10 10 -
8 —
y=3" O
K_
: s
y=2" -
| 1 e 1 I i ; T
-1 05 0 0.5 1 -1 05 0 0.5 1
@y=2y=3y=10" by=2"%y=3"y=10""

SEKIL1.43  Ustel fonksiyonlarinmn grafikleri.

Logaritmik Fonksiyonlar  Bunlar, a # 1 pozitif bir sabit olmak iizere f(x)=log,x seklindeki
fonksiyonlardir. Ustel fonksiyonlarin ters fonksiyonlaridirlar ve bu fonksiyonlar Boliim 7
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de incelenmektedir. Sekil 1.44 te degisik tabanh dort logaritmik fonksiyon grafigi
goriilmektedir. Her birinde tanim kiimesi (0, 00) ve deger kiimesi (—00, 00) dur.

Y y = logx

SEKIL1.44 Dort logaritmik fonksiyon
grafigi.

Transandant Fonksiyonlar Bunlar cebirsel olmayan fonksiyonlardir. Trigonometrik, ters
trigonometrik, Gstel ve logaritmik fonksiyonlar ve (Bolim 7 de incelenen hiperbolik
fonksiyonlar gibi) birgok baska fonksiyon igerirler. Transandant fonksiyona bir rnek bir

(@ fix)=1+x— %xs 5. dereceden bir polinomdur.

(b) g(x)=7"tabam 7 olan bir tistel fonksiyondur. x degiskeninin kuvvet olduuna dikkat
edin.
() hiz)= z’ bir kuvvet fonksiyonudur. (Taban z degiskenidir)

(d) y(t) = sin (r — %) bir trigonometrik fonksiyondur. [
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Artan ve Azalan Fonksiyonlar

Soldan saga dogru hareket edildiginde bir fonksiyonun grafigi tirmanmiyorsa veya yiik-
seliyorsa fonksiyon artan dir deriz. Soldan saga dogru hareket edildiginde grafik asagiya
iniyorsa veya algaliyorsa fonksiyon azalan dir deriz. Artan fonksiyonlarin ve azalan
fonksiyonarin formel tanimlarimi boliim 4.3 te veriyoruz. O boéliimde, bir fonksiyonun ar-
tan oldugu araliklarin ve azalan oldugu araliklarin nasil bulundugunu éreneceksiniz.
Asagida Sekil 1.36, 1.37 ve 1.38. den érnekler verilmigtir.

Fonksiyon Arttifr yer Azaldig yer

y=x’ 0 =x< 0 —00 < x =0

y=x3 —00 < x < 00 Higbiryer

y=1/x Higbiryer —00 <x<0vel <x< o0
y=1/x* —0 < x <0 0<x< oo

y= \/; 0=x< Higbiryer

y = x4 0=x< o0 —0 <x=0

TANIMLAR  Cift Fonksiyonlar, Tek Fonksiyonlar
Bir y = f(x) fonksiyonu tamim kiimesindeki her x i¢in

f(=x) = f(x) ise ¢ift fonksiyon
f(=x) =—f(x) ise tek fonksiyon

dur.

Cift ve tek isimleri x’in kuvvetlerinden gelmektedir. y = x* veya y = x* te oldugu gibi
y x’in bir gift kuvveti ise bir ¢ift fonksiyondur (giinkii (=x)* = x? ve (=x)* = x* tiir). y = x
veya y = X te oldugu gibi y x’in bir tek kuvveti ise bir tek fonksiyondur (¢iinkii
(=x)' = =x ve (=x)* ==’ tiir).

Bir ¢ift fonksiyonun grafigi y-eksenine gore simetriktir. f(—x) = f(x) oldugundan
ancak ve yalmz (—x, y) noktas: grafik tizerinde ise (x, y) noktas: da grafik {izerindedir
(Sekil 1.46a). y-ekseninden bir yansima grafigi degistirmeden birakar.

Bir tek fonksiyonun grafigi orijine gore simetriktir. f(—x) =- f(x) oldugundan an-
cak ve yalmz (—x, —y) noktas: grafik iizerinde ise (x, y) noktas: da grafik tlizerindedir
(Sekil 1.46b). Esdeger olarak, orijin etrafinda 180° lik bir donme grafigi degistirmeden
birakirsa grafik orijine gore simetriktir. Suna dikkat edin, tamimlar x ve —x’in herikisinin
de f’nin tanim kiimesinde olmasin gerektirir.
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(=x, y) u=
»> X
0
(a)
3
y=x
(x,¥)
> X
0
(v, =y)
(b)

SEKIL 1.46 (a) da y = x**nin (bir ¢ift
fonksiyon) grafifi y-eksenine gore
simetriktir. (b) de y =x""iin (bir tek
fonksiyon) grafigi orijine gore simetriktir
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ORNEK 2 Cift ve Tek Fonksiyonlar Tanimak

f(x)=x2 Cift fonksiyon: her x i¢in (=x)? = x%; y-eksenine gore simetri.

fx)=x*+1 Cift fonksiyon: her x i¢in (—x)?+ 1 =x%+ 1 ; y-eksenine gore
simetr1 (Sekil 1.47a).

(a) (b)

SEKIL 1.47  (a) v = x? fonksiyonuna 1 sabit terimini ekledigimizde elde
edilen y = x>+ 1 fonksiyonu hala bir ¢ift fonksiyondur ve grafigi hala
v-eksenine gore simetriktir. (b) y = x fonksiyonuna 1 sabit terimini
ekledigimizde elde edilen y = x + 1 artik bir tek fonksiyon degildir.
Orijin’e gore simetri kaybolmustur (Sekil 2).

Fonksiyonlar Birlestirmek; Grafikleri Kaydirmak ve Olceklemek
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Toplamlar, Farklar, Carpimlar ve Bolimler

Yeni fonksiyonlar iiretmek igin, fonksiyonlar da sayilar gibi toplanabilir, ¢ikarlabilir,
carpilabilir ve béliinebilir (paydanin sifir oldugu yerler diginda ). f ve g fonksiyonlar ise,
hem f 'nin ve hem de g’nin tanim kiimesindeki her x i¢in (yanix € D (f) N D(g) i¢in), we
define functions f + g, f — g ve fg fonksiyonlarini su formiillerle tanimlariz.

(f +&)x) = f(x) + gx)
(f =2)(x) = f(x) = g(x)
(fg)x) = f(x)g(x)
Suna dikkat edin; birinci esitligin sol tarafindaki + isaretinin fonksiyonlarin toplama
islemini gostermektedir oysa esitlifin sag tarafindaki + isareti ise f(x) ve g(x) reel
sayilarinin toplami anlamindadar.

Ayrica D (f) N D(g) nin g(x) # 0 olan herhangi bir noktasinda f/g fonksiyonunu su
formiille tanimlayabiliriz.

My = £2
(E)“”‘g(x; (3(x) # 0)

Fonksiyonlar ayn1 zamanda sabitlerle carpilabilirler: ¢ bir reel say1 ise f 'nin tamim
kiimesindeki her x i¢in ¢f fonksiyonu

(c)x) = cf(x)

1le tanimlanir.
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ORNEK 1  Fonksiyonlari Cebirsel olarak Birlestirmek
) =Vx v g=Vi-x

Formiilleri ile tanimlanan fonksiyonlarin tanim kiimeleri D(f) = [0, 00) ve D(g) = (-0, 1]
dir. Bu tanim kiimelerinin ortak noktalar

[0, 00) N (=00, 1] = [0, 1].
dir.
Asa@idaki tablo bu iki fonksiyonun gesitli cebirsel kombinasyonlarinin formiillerini ve
tanim kiimelerini 6zetlemektedir. Ayrica fg carpim fonksiyonu i¢in f - g yaziyoruz.

Fonksiyon Formiil Tanim Kiimesi

f+g (f+g)x) = Vx+ V1 —x [0, 1] = D(f) N D(g)

f-g (f-g)x) =Vx—V1-x [0, 1]

g—f (g - Hx) = V1 -x— Va [0, 1]

fg (f-g)x) = flx)g(x) = Vx(1 — x) [0, 1]

flg é(x) = % =T [0, 1) (x =1 harig)
(x) 1 — .

g/f %(x] =‘§[—;: T (0, 1] (x = 0 harig)

f + g fonksiyonunun grafigi f ve g nin grafiklerinden Sekil 1.50 deki gibi her
x € D(f) N D(g) igin kars1 gelen y-koordinatlan f(x) ve g(x) toplanarak elde edilir.
Ornek 1 deki f +g ve f - g nin grafikleri Sekil 1.51 de gosterilmistir.
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gx)=VI-x
s

/

P =

-_#_ﬁ-—
> fla) + gla)

SEKIL1.50 ki fonksiyonun grafik toplami ~ SEKIL1.51 f+ g fonksiyonunun tanim kiimesi
f ve g, fonksiyonlarmin tanim kiimelerinin kesigimi,
x-ekseni lizerinde bu iki tanim kiimesinin ortiistiigii
[0, 1] arah@idir. Bu aralik ayn zamanda f - g
fonksiyonunun tanim kiimesidir ( Ornek 1 ).

TANIM  Fonksiyonlann Bilegkesi
f ve g fonksiyonlarinin fog (“f bileske g”) bileske fonksiyonu

(f - g) (¥) = f(gx))

ile tanimlanur.
f o g'nin tamm kiimes1, g’nin tamm kiimesindeki, g(x)’in f’nin tanim kiimesin-
de olmasim saglayan, x’lerden olusur.

SEKIL1.52 Bir fonksiyonun x teki degeri diger
fonksiyonun tamim kiimesinde yer aliyorsa iki
fonksiyonun bilegkesi olugturulabilir. Bileske
fogile belirtilir. SEKIL1.53  fog icin ok diyagrami.
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ORNEK3  Bileske icin Formiil Bulmak
f(x) = Vi veg(x)=x+ 1 ise
@) (fog)(x) () (gof)(x)  (¢) (fof)(x) (d) (gog)(x)

fonksiyonlarimi bulunuz.
Cozim
Bileske Tamm Kiimesi
@) (f ° Qx) = flglv) = \/g = Vx+1 [1, 00)
(b) (g f)x) = g(f)) = flx) + 1 = Vx + 1 [0, o0)
© (f° Hx) = f(fx)) = \/_ Vv = Y [0, 00)
d (geglx) =glgx)) =glx) +1=x+1)+1=x+2 (-00,00)

fo g 'nin tanim kiimesinin neden [-1, eo) oldugunu gormek i¢in, g(x) = x + 1'in her x i¢n
tanimh oldugunu fakat yalmzca x + 1 = 0, yani x = -I iken f’'nin tamim kiimesinde bu-
lunduguna dikkat edin.

Bir Fonksiyonun Grafigini Kaydirmak

Kaydirma Formiilleri

Dikey Kaydirma

y=fx)+k k = 0 ise f’nin grafigini & birim yukan kaydirr,
k < 01se | k| binm asagi kaydinr.

Yatay Kaydirma

y=f(x+h) h = 0 1se f'nin grafigini 4 birim sola kaydirr.
h < 0 1se grafigi | & | birim saga kaydirr.

ORNEK 4 Bir Grafii Kaydimak

(a) y= ¥ + 1 elde etmek iginy = x* formiiliiniin sag tarafina 1 eklemek grafigi 1 birim
yukart kaydurir (Sekil 1.54).

(b) y = x’-2 elde igin y = x* formiiliiniin sag tarafina -2 eklemek grafigi 2 birim agag
kaydirir (Sekil 1.54).
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t y=x> +2
1=x2+l
y o= x2
p=xt =2
| birim
L - > x
%
=17 |/ N2 birim
L

SEKIL1.54  f(x)=x""yi yukan
(veya asa@1) kaydirmak i¢in, f’in
formiiliine pozitif (veya negatif) bir
sabit ekleriz (Alstirma 4a ve 4b).

(¢) y=(x+3)?elde etmek igin y = x* formiiliinde x’e 3 eklemek grafigi 3 birim sola
Kaydirir (Sekil 1.55).
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x’e pozitif bir x’e negatif bir

sabit ekleyin . sabit ekleyin
e .}\ —
‘\'\\'V = (x+ 3)2 ‘/l y= _x'z y=(x— 2)2
\
\
‘\l I/// |—
L
S 1 I >X
-3 0 1. 2

SEKIL 1.55 y=2x? nin grafigini sola kaydirmak
icin x’e pozitif bir sabit ekleriz. Grafigini saga
kaydirmak i¢in x’e negatif bir sabit ekleriz
(Ornek 4c).

(d) y=|x|te x’e =2 eklemek ve sonra sonuca -1 eklemek y = | x = 2| - 1’i verir ve
grafifi 2 birim saga ve 1 birim asag kaydirir (Sekal 1.56).

-
>

SEKIL1.56 y=|x|in grafigini
2 birim saga ve 1 birim asagi
kaydirmak (Ornek 4d).
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Bir Fonksiyonun Grafigini Olceklemek ve Yansitmak

Bir y = f(x) fonksiyonunun grafigini 6l¢eklemek, onu dikey veya yatay olarak esnetmek
veya sikistirmaktir. Bu, f fonksiyonunu veya bagimsiz x degiskenini uygun bir ¢ sabiti
ile garpmakla yapilir. Koordinat eksenlerinin bir tarafindan diger tarafina yansitmalar
¢ = -1 oldugu ozel hallerdir.

Dikey ve Yatay Olcekleme ve Yansitma Formiilleri

c>1 i¢in

v=cf(x) f'nin grafigini bir ¢ ¢carpani kadar dikey olarak uzatir.

y = % flx) f’nin grafigini bir ¢ ¢arpam kadar dikey olarak sikigtirir.
v= f(cx) f'nin grafigini bir ¢ ¢arpani kadar yatay olarak sikigtirir.
y= f(x/c) Jf’nin grafigini bir ¢ ¢arpani kadar yatay olarak uzatir.
c=—11ig¢in

y==f(x) f’nin grafigini x-ekseninin diger tarafina yansitir.

y= f(=x) f'nin grafigini y-ekseninin diger tarafina yansitir.

(a) Dikey: y= 3\'x elde etmek iginy = Vx ’in sag tarafim1 3 ile ¢arpmak, grafigi dikey
olarak 3 garpam kadar uzatir, oysa 1/3 ile carpmak grafigi 3 garpani kadar sikistirir.
(Sekil 1.57).

-1

SEKIL1.57 y = Vx grafiginin dikey
olarak 3 kat uzatilmasi ve sikistirilmasi
(Ornek 5a).
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(b) Yatay: y = \/B_x 'in grafigi, y = \/_; "in grafiginin 3 ¢arpam kadar sikistinlmigidir
ve y= Vx/3 vyatay olarak 3 carpam kadar uzatilmasidir (Sekil 1.58).

v=Vix= V3V oldu@una dikkat edin, dolayisiyla, bir yatay sikistirma farkh bir
olgekleme garpani ile bir dikey uzatmaya karsi gelebilir. Benzer sekilde, bir yatay
uzatma farkh bir 6l¢ekleme carpami ile bir dikey sikistirmaya kars: gelebilir.

(¢) Yansima: y = —Vx’in grafifi, y = \& x-ekseninin diger tarafina bir yansimasi-
dir, ve y = V —x, y-ekseninin diger tarafina bir yansimadir (Sekil 1.59).

SEKIL1.58  y = Vx grafiginin yatay olarak 3
kat uzatilmasi ve sikistirilmasi (Ornek 5b).
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SEKIL1.59 y = Vx grafiginin
eksenlerin diger taraflarina yansitilmasa
(Ornek 5c). .

Trigonometrik fonksiyonlar
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ABC agisinin radyan olgtisii, merkezi C de olan birim ¢ember tizerindeki AB dairesel yayinin
uzunlugudur.

e
e

hipoteniis_~~

karsi
e
-
-~ ﬁ.ﬁ o []
komsu
kars hipoteniis
sinf = _a—m, cscl = Qipotents
hipoteniis kars
cos @ = _]mrn$u sec 0 = hipoteniis
hipoteniis komsu
tan g = karsi cot § = komsu
komsu karsi

:

hipoteniis & P(x, v)
r
< Y\ kars

0 x
komsu

siniis: sinf = ; kosekant: cscfl = ;

. e X '
cosiniis: cosf = > sekant: secf = =
. y . X
tanjant: tanf = 3 kotanjant: cotf = y
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tanf = cotf =

cos tan 6
secf = csc = —

cos sin
TABLO 1.4 Secilmis bazi 6 deferleri icin sin 8, cos 6 ve tan @ degerleri
Derece 180 -135 90 45 0 30 45 60 9 120 135 150 180 270 360
omaw —w T OF F 0 I3 foEoBoZo,oumog
) -2 -2 1 V2 Va3 Vi V2 1
i O > 1t =y = = ' 7 =7 2 1
cos @ 1 __\/5 0 ﬁ 1 ﬁ ﬁ l 0 ,l __\/E —_‘\/5 | 0 1

2 2 2 2 2 2 2 2

tan @ 0 1 -1 0 % 1 V3 -V3i -1 _T3 0 0

ORNEK 1 Trigonometrik Fonksiyon Degerlerini Bulmak

tan §=3/2 ve 0 < 0 < 7/2 ise # nin diger bes trigonometrik fonksiyonunu bulunuz.

Cziim tan 6 = 3/2 den Sekil 1.72 deki yiiksekligi 3 (kars1) ve tabam 2 (komsu) olan {iggeni
gizeriz. Pisagor Teoremi hipoteniis uzunlugunu verir V4 + 9 = V13. Uggenden diger
bes trigonometrik fonksiyonun degerlerini yazanz:

V13 V13 2
3

secl = —— sc = —— cotf =

3
Vi3’ 2> ° 3

V13
3
\ 6
!

cosf = sinfl =

2
V13’

e o
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Trigonometrik Fonksiyonlarin Periyodiklidi ve Grafikleri
# olgiisiinde bir ac1 ile 6 + 27 6lgiisiinde bir a¢1 standart konumdaysalar, bitig 1sinlar

cakisir. Dolayisiyla iki aginin da trigonometrik degerleri aynidir:
tan(@ + 27) = tan@

cot(@ + 2m) = coté

cos(6 + 2m) = cos @
sec(@ + 2m) = sech

Benzer olarak, cos (0 — 27) = cos 6,

sin(@ + 2m) = siné
csc(@ + 2mw) = csc b

sin ( — 277) = sin # vs. Bu tekrar etme davranigim,

alt1 temel trigonometrik fonksiyon perivodiktir seklinde tammlanz.

TANIM  Periyodik Fonksiyon

Her x degeri i¢in, f(x + p) = f(x) olacak sekilde bir p degeri bulunabiliyorsa,
f(x) fonksiyonu periyodiktir. Boyle en kiiglik p degerine f'nin periyodu denir.

v
P

y =lanx

¥y
T ' | v ‘ /‘ /
' I
T | Ly | | | B i i
| a D ‘F 2 I = M -
Tammkﬂmesi:xaf::;—r, :?;2_11"'

Tamm kiimesi: =0 << x < o
Deger kilmesi: =1 = y = |
Periyot: 2

i
A

, X

y=secx

Tamm kiimesi: x ;&I ?ﬂ' ,
Deger kiimesi: y 4—] ve y=1
Periyot: 2

(d)
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Tanim kilmesi: —== < x < =

Eeg_er l:;iirnes:: -l=y=1 Deger kilmesi: —o0 < y < ®
eriyot: 2 T
Periyot: T
(b) (c)
e
y y
y=cscx y=cotx
‘ ! U ‘\ : K \
1 | 1 %
-m| w0 @ T P -7l _ T @& Im\ A
m 2 fi\ 2 2 2

Tamm kiimesi: x # 0, *a, =27, ...

Deger kilmesi: y ==lve y =1
Periyot: 27

(e)

Tamm kiimesi: x # 0, *a, =27, .
Deger kiimesi: -0 < y < =
Periyot: T

0]



Trigonometrik Fonksiyonlarin Periyodu

Periyot tan (x + ) = tan x
cot (x + ) =cotx

Periyot 29r:  sin(x +27)=sinx
cos(x+2mw)=cosx
sec (x +2m)=secx
csc (x+2w)=cscx

Cift Tek
cos (—x) =cos x sin (—x) = —sin x
sec (—x) =secx tan (—x) = —tan x

csc (—=x) =—csc x

cot (=x) = —cot x

Plcos B, sin @) 2

|sin 8|

!

x =rcosf, y=rsinf

cos? @ +sinf =1
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Her 6 degeri i¢in dogru olan bu denklem, trigonometride en fazla kullamlan 6zdesliktir.
Bu denklemi sirasiyla cos” f ve sin” 6 ile bolmek su bagintilan verir:

1 +tan 6 = sec? @

1+ cot? @ =csc? 6

cos (4 +B)y=cosAcos B—sinAsinB
sin(d +B)=sinA4d cos B+cosAsinB

Cift -Ac1 Formiilleri

cos 260 = cos® 6 — sin? @

cos 260 = 2 sin 0 cos 0

cos” 0 + sin’ 0 = 1, cos’ 0 —sin” 6 = cos 26

Iki denklemi toplayarak 2 cos>@ = 1 + cos 20 ve ikinci denklemi birinciden gikartarak
2 sin?# = 1— cos 20 elde ederiz. Buradan, integral hesapta kullamsh olan asagidaki den-
klemleri elde ederiz.

Yarim-Ac¢1 Formiilleri

+
coslf = 1 cos 26
2
sin2@ = 1 — cos 26
2
\
B(a cos 8, a sin )
-
i
| s
N )
C b AMb.0)
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Kosinis Kurali

a, b ve ¢ bir ABC liggeninin kenarlan ve 6°da ¢’nin karsisindaki agiysa

A=a*+b*=2abcos b

denklemi elde edilir. Bu denkleme kosiniis kurali denir.
¢? = (acos® — b)* + (asinf)?
= a*(cos> @ + sin’6) + b% — 2abcosh
]

—a*+ b*=2ab cos f
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Trigonometrik Grafiklerin Doniisimii

Kaydirma, uzatma, sikistirma ve yansitma kurallan trigonometrik fonksiyonlara uygula-
nir. Asafidaki diyagram size, parametrelerin kontroliinii hatirlatacaktir.

Dikey uzatma veya sikigtirma:
x-gkseninin diger tarafina
yansitma, negatif ise

Dikey kaydirma

v=af(b(x+c)+d

Yatay uzatma veya sikigtirma: Yatay kaydirma
v-ekseninin difer tarafina yansitma,
negatif ise

ORNEK2  Alaska'daki Sicakligi Modelleme

Trans-Alaska boru hattimin yapimecilant boru hattindaki sicak petroliin 1sisimin alttaki
stirekli olarak donmus bulunan toprag: eritmesini engellemek igin yalitict yastiklar kul-
lanmuglardir. Yastiklara sekil verebilmek igin, yil igindeki hava sicaklifn degisimlerini
hesaba katmalar1 gerekmistir. Degisimler,

flx) = Asin[%r(x - C)} +D

seklinde genel bir siniis fonksiyonu veya siniizoid ile temsil edilmistir. Burada | 4 |
genligi, | B| periyodu, C yatay kaymay: ve D dikey kaymay1 gbstermektedir. (Sekil 1.76)

y
r= A sin (2_17 - )+ D

Deal y 7z = 0)

Yatay

kaydirma Genlik (4)

(€) Buekseny=D

- dogrusudur

< Bu uzaklik (B) —
periyodudur .
X
0

SEKIL1.76 Pozitif 4, B, C ve D igin y=A sin [(2a/B)(x —¢)] + D genel
siniis egrisi (Ornek 2).

Sekil 1.77 boyle bir fonksiyonun sicakhik verilerini temsil etmekte nasil kullamlacagi-

m gostermektedir. Sekildeki veri noktalart 1941°den 1970°e¢ kadar Ulusal Hava Servi-

si'nden alinan verilere dayanan Fairbanks, Alaska i¢in ortalama hava sicakliklarnidir. Veri-

lere uydurulan sinlis fonksiyonu, f Fahrenheit cinsinden sicaklik ve x yilin basindan
itibaren gegen giin sayist olmak iizere

27

flx) =37 sin|:—(x — 101)

365 + 25
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