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Laplace Donusumu




Laplace donusumu, sabit katsayili dogrusal diferansiyel
denklemleri cozmek ve ayni anda birkacini islemek icin
guclu bir aractir.

Bu son ozellik, diferansiyel denklemlerin ¢cozumunde
lace donlisim yonteminin  6nce bunlar cebirsel
enklemlere donusturdugu gerceginden gelisir ve
sonucta elde edilen denklemler, nihai sonucu elde
etmeden once cebirsel olarak manipule edilir; cebirsel
manipulasyonlar, dogrudan diferansiyel denklemlerle
ugrasmaktan c¢cok daha kolay ve daha siklikla
mumkundur.




Laplace donusum yontemi, logaritma yontemiyle
benzerdir, soyle ki oncelikle diferansiyel denklemlersi
“farkh bir alana” (Laplace alani) donusturur; daha sonra
ortaya cikan denklem(ler) ile cebirsel islemler yapilir; ve
son olarak, son denklem(ler) "tersine cevirme" veya "ters
Laplace” ile orijinal alana donusturur.




Laplace Donusumu

Laplace Donusumunun Tanimi




X'in  bagimsiz degisken oldugu f(x) fonksiyonunun
Laplace donusumu asagidaki formulle tanimlanir:

F(s) = LIF)] = [ f(x)e™* dx

rada F(s) = f(x)in Laplace donusumu ve s Laplace
donusum degiskenidir.

Ustel fonksiyonun Gssiinn biriminin boyutsuz olmasi icin,
s'in birimi, bagimsiz degiskenin biriminin tersi olmalidir.



Integrasyon sinirlari, Laplace donisiminin sadece
bagimsiz degisken Xin pozitif degerleri icin f(x)
fonksiyonu hakkinda bilgi icerdigini gostermektedir.

Sistem dinamigi analizlerinde, bagimsiz degisken t'dir.
manin bir fonksiyonu olan f(t)'nin Laplace donusumu,
O zaman

F(s) = LIF(D] = [ f(t)e™t dt

dir ve sonu¢ olarak, bu durumda s’in birimi zamanln
tersidir (zaman).



Ornek

Asagidaki sekil, tepkilerini incelemek icin sistemlere

girdiler olarak yaygin seki
gostermektedir. Donusum
onusumunun tanimini ku

de uygulanan dort fonksiyonu
erini elde etmek icin Laplace
lanacagiz.
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(a) birim adim (basamak) fonksiyonu



(a)Birim Adim Fonksiyonu
Bu, cizilen sekil birim buyuklugun ani bir degismesidir.
Birim adim degisiminin matematiksel gosterimi

(0 t<a
\1 t = a

u,(t) = u(t—a) =+

Sekilde a = 1°dir. a = 0 alinip denklemde yerine konursa

F(s) = L[f(O] = [, f()e st dt
Llu®] = [ u(t)e™tdt = —=e~¢ o= ~20-1 =1
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(b) atim (pulse)
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(b) Buyuklugu H Suresi T olan bir atim
Sekilde cizilen darbe, asagidaki gibi gosterilir
0 t<0,t=>T

ro={h (52T

F(s) = L[f(t)] = f f(He stdt  denkleminde vyerine

oyarsak
T

LIFO] = [ fye==t dt = [ He st de = — L e=st|" =

S 0
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(c) birim durtu fonksiyonu




(c) Birim Durtu Fonksiyonu

Dirac delta fonksiyonu olarak da bilinen ve §4(t) ile
gosterilen birim durtu fonksiyonu sekilde cizilmistir. Sifir
sure ve birim alani ile ideal bir durtudur. Tum alan sifir
zamanda yogunlasmistir. Cunku fonksiyon sifirin disinda

er zaman sifirdir ve F(s) = L[f(t)] = f f(He st dt

denkleminde e~Stterimi t = 0’da bire esittir,
Laplace donusumu

L[5(O] = [, 6(D)e~stdt =1 dir.

Integrasyonun sonucu, 1, durti alanidir.
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(d) sinus dalgasi




(d) Genligi Bir ve Frekansi w olan Sinus Dalgasi
Sinus dalgas! sekilde cizilmistir ve ustel bir fonksiyonla
asagidaki gibi gosterilmektedir.

plwt_ ,—iwt

21

Sin wt =

burada i= V-1 sanal sayilarin semboliiddr.

F(s) = L[f (O] = [,” f()e™st dt denkleminde yerine
koyulursa,



L[sin wt] = e St dt
sinar] = [
00 . .
A —(s—iw)t _ ,—(s+iw)t
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Laplace Donusumu

Laplace Doénusumu Ozellikleri ve Teoremleri




Yaygin Fonksiyonlarin
Laplace Donusumleri
tabloda gorulmektedir.

Jita) F(s) = [f(D)]
o(t) 1
u(t) 1
s
t i
SZ
" n!
Sn+l
e 1
s+a
te® 1
(s+a)*
et n!
(s+a)"*!
sin wt w
s*+?
cos wt S
s’ +w?
et sin wt @
(s+a)’ +w*
et cos wt s+a
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Dogrusallik ve gercek diferansiyel ve integrasyon
teoremleri diferansiyel denklemleri cebirsel denklemlere
donusturmek icin gereklidir.

Son deger teoremi, bir zaman fonksiyonunun son kararli
rum degerini Laplace donusumunden tahmin etmek
icin yararlidir.

Gercek oteleme teoremi, zamanda gecikme olan
fonksiyonlar icin kullaniglidir.



Dogrusallik Ozelligi
Laplace donusumu dogrusal bir islemdir. Bu su demektir,

eger a bir sabit ise,

Llaf (t)] = aL|f(t)] = aF(s) dir.

Toplamanin dagilim ozelligi de dogrusallik ozelliginden
gelir:

Llaf(t) + bg ()] = aLlf(t)] + bLIg(t)] = aF(s) + bG(s)

burada a ve b sabitlerdir.




Gercek Diferansiyel Teoremi

Bu teorem, bir fonksiyonun Laplace donusumu ve onun
turevleri arasinda bir iliski kurar ve diferansiyel
denklemlerin cebirsel denklemlere donusturulmesinde en
onemlisidir.

d
L] = sF () = £(0)
Laplace donusumu tanimindan, denklem

F(s) = LIF (D] = ;" f(t)e™t de



[df(t)] oUW df(t) oSt Jt

Kismi integral kullanilarak,

u(t) = e 5t du = —se Stdt
dv = L2 qt v = f(t)

LI%] = @08 = [ () (=se™" dr)
=[0=f(O)] +s [, f(t)e™" dt
= sF(s) — £(0)




Daha yuksek mertebeli turevlere genisletirsek,

) - s )]
- [ dt =g

= s|sF(s) = f(0)] ——

L[EL9] = 52 (s) - s£(0) - &




Genel olarak,

A" £ (t) n gn-1 2% arf
L[ ] = § F(S) f(O) S dtls—g dt™ 1li—p

Daha once de belirtildigi gibi, cogunlukla baslangic
urumunda (baslangic kosulu), degisken Kkararli
durumdadir, yani tum zaman turevlerinin sifir olmasi ve
degiskenin kendisinin sifir olarak tanimlandigi bir degerin
olmasidir. Bu genel durum icin, onceki ifade,

L[“L9] = smE(s) seklini alir.



Gercek Integrasyon Teoremi

Bu teorem, bir fonksiyonun Laplace donusumu ve
integrali arasindaki iligkiyi kurar.

[y F(©) dt| = ZF(s)

Bir fonksiyonun n’inci integralinin Laplace donusumd,
fonksiyonun donusumunun s"'e bolumudur.
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Gergek Oteleme Teoremi

Bu teorem, sekilde gosterildigi gibi zaman eksenindeki bir
fonksiyonun otelenmesi ile ilgilidir. Otelenen fonksiyon,
zaman icinde gecikmis orijinal fonksiyondur.
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Zaman iginde geciktirilen fonksiyon, zaman gecikmesi

10

15ty'dan daha disik olan tim zamanlar icin sifirdir.



Teorem sunu ifade eder;

LIf(t — ty)] = e F(s)

Laplace donusumu, negatif sure igin orijinal fonksiyon
hakkinda bilgi icermediginden, gecikmeli fonksiyon zaman
ecikmesinden daha dusuk olan tum zamanlar igin sifir
olmalidir.

Bagimli degisken(ler) in baslangi¢c kosulu(kosullari) sifir
iIse veya degilse bu kosul yerine getirilir. Degisken(ler)
baslangic¢ kararli durumun(lar)dan sapma(lar) olarak ifade
edilir.




Laplace donusumu tanimindan, denklem
F(s) = L[f®] = [, f()e st dt
LIf(t —to)] = [ f(t — to)e st dt

t=1t —t, (veyat =1t; — 7) olsun ve denklemde yerine
koyalim.

ft—ty)] = ffi_to f()e s+ d(t, + 1)
f:zof(r)e_“o e Stdrt

e—Sto fooo f(T) e—S‘L'dT
= e SF(s)

7<0 (t<ty) icin f(7)=0 dir.



Son Deger Teoremi

Bu teorem, bir fonksiyonun son degerini donusumden

clkarmamizi saglar. t sonsuza vyaklastiginda f(t)

fonksiyonunun limiti varsa, son deger asagidaki gibi
place donusumden bulunabillir:

limg o, £(£) = lim[sF(s)]




Karmasik Diferansiyel Teoremi

Bu teorem bagimsiz degisken t'nin uslerini iceren
fonksiyonlarin  donusumlerini  degerlendirmek igin
kullantlir. Sunu ifade eder;

L[tf (D] = — - F(s)




Karmasik Oteleme Teoremi

Bu teorem, zamanin ustel fonksiyonlarini iceren
fonksiyonlarin  donusumlerini  degerlendirmek igin
kullanilir. Sunu ifade eder;

Lle*f(t)] = F(s — a)




Baslangic Deger Teoremi

Bu teorem, bir fonksiyonun baslangic degerinin
donusumden hesaplanmasini saglar. Bu, degiskenlerin
baslangi¢c kosullarinin sifir oldugu gercegi icin degil,
turetilmis donusumlerin gecerliliginin bir baska kontrolunu
aglayacaktir.

Teorem sunu ifade eder;

lim;_, f(t) = limg_, o, SF(S)



